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Capltulo 9 

HASONKS, PROPOhClOKSS, PORCEOTA<TES Y DECIMALES 

'9-^^* Hasones ^ proporciones 

111; dla soleado un nirio mldlo la longltud de la sombra proyec- 
tada pot' oada rrAorr.trc de su faniilia. Tamblen mldid la longltud de 
la aorat.ra proyectada por un arbol grande en el patio de su casa. 
Enoontro «i\;e padre, cuya estatura es 0-2 T2 pulgadas, proyectaba 
una* aorr.ti'a de p'ul^tadas de largo. Su madre, cuya estatura es de 
»ijf. pulradaD, proyectaba una sombra de • 42 pulgadas de largo. Su 

.ii^r«r.ar.tto, cuya estatv^ra solaKientc cs de 50 pulgadas, pi»oyectaba 
uiia oon.bra d^: 20 pulgadas de largo. El nlflo no sabla qud altura 
tenia cl artol, pero sabla que la sombra que ^ste proyectaba era de 
••»0 pl'n^ 'h- larvo. 

riapon^-ar.os estos datos en una tabla; 

Longltud de la sombra E3tatui>a o altura 

•adj^e -.S pulgadas . 72 pulgadas 

Madro -2 pulgadas 63 pulgadas 

::orn:anlto -iO pulgadas 50 pulgadas 

ArLol -0 pies ? 

Vt.- .03 :uv las porsonas mas altas tlenen sombrps mas largas. 

Iv. ilnemor, esto ."on Tias detalle. Supongamos que dlvidlmos el nu- 

mero p.!l.-adas de la longltud de la sombra del hemanlto por el 

20 2 

niimero d'j pulgadas de su estatura. Obtenemos ^ 6 ^. Suponga- 
mos iu^' .hacersos lo irdsmo en relacidn con la estatura del padre y 
la soTTilra proyecta. Serla raas facll rasdlr la altura y la lon- 
gltud dc la sombra del padre en pies. El padre tlene 6 plea de 
03tat\;i*a y su sombra tlene h ipiea de longltud. Si dividimos la 
lonritud d»^ su sombra en pies por la longltud de su estatura, tarn- 
blen en pies, obtenemos ^ ° 

Divide el nximero de pulgadas de la longltud de la sombra de la 

* 2 

n^adre por el aumero de* pulgadas de su estatura. ^Obtlenes aun 

Supongamos que este princlpio ee aplica a todos los objetos, 
(Por supuesto, debemos medir las sombras al mlsrao tiempo y en el 
mlamo lugar, pues la longltud de las sombras c&inbla a medlda que 
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paQa el dl'^ y la poslcloii dt?l sol car.bia* ) Knton<5sp3^ el arbol 
dete toner iO plea alto para li^e la medlda de su sombra divl- 
dida por la niedida de su altura resnlte iPodemos conocer 

la altera del arbol sin medirloi 

1^1 el Caplrjilo Ki hemes usado el temlno "razdn^' y eatudlado. 
algunas de sus apllcaciones* 

Peflnlcl6n > La razon o relaclon de un nximero a^ a un nii- 

tnero b (b / 0), es el ooclente (A veces esta razon 

se escribe a:b* ) 

Kn el pi:x>bler.a de las sombra s hemos formado la razon de la 
medlda de la longitud de la sombra a la medlda de la estatura o 
altura, y hemos descubierto que esta ra^on era la mlama para 
todas las personas er.yas sombras se han medldo, Este descubri- 
mlento nos ha perrrJ-tldo detemlnar que la altura del arbol era 
d€) oC pies, 

Cuponte iue el tie del nlfio tlene una estatura de 66 pul- 
gadas pies ^ pi^lgadas), ^Que longitud tendrla su sombra 
si se la nidlex^a en el tnlamo sitio y al mlsmo tlempo que las de 
toda la rojnlliav 

3ea s el nCmero de pulgadas de la longitud de su sombraa 
entonc^^s debe ser: 

s 2 

5 

2 * 
hi nunero ^ puede expresarse como fracclon con denomlnaclor 

2 2 22 44 
3 = 44 

La sombra del tlo tendrla 44 pulgadaa de longitud. 

H93 vlsto que una razon es una comparacldn de dos nUmeros 
por division. Los numeros pueden ser medldas de cantidades 
flalcas. La palabra "por", en una de sus acepclones, slgnlflca 
division, y la usamos para expresar la razor, de las medldas de 
dos cantldades flslcas, tales como mlllas y horaa. Los preclos. 
de las tlendas n^s dan m^s ejenq;>los* Los preolos rel^^olonan el 
valor de las ccsas con la cantldad da las mlsmas^ como en el 

9 



ca^io de : por U^ ra, d $0* : ;> por docena* En cada caso^ la 

palabr*t "por" indices »;?.a runon eritre dos oantldadea que aon, general 
mente, tilWft^^rXk^ ecpvole. Observa> adem^s^ que la segunda canti- 
dad cuda » aao r^pr*?senta i^l termlno de comparacidn* Una tlenda 
cobra "IC contavos por peine''} un peine es el temlno de comparacldn 
y la caja de la tlenda debe registrar 10 centavos cobradoa por cada 
peine vondldo^ Esta detennlnacldn, por supuesto^ no slempre se*re- 
present a por una cantldad de uno* Por ejemplo, centavos por docena^ 
ddlares por £ar ^'para sapatos), dolares por UQOO (para ladrlllos) 

Volvlendo a nuestro ejemplo y a la definlcldn de razdn, vemos 
que una rasdn eorpara oxactamentc dos numeros . En nuestro ejemplo 
tenlamos dos conjuntos de numeros, uno de longitudes de las sombras 
y otro d^^ las estatv;ras o alturas. En cada caso hemes formado la 
rasdn del prteer nuinero (longltud de la sombra) al aegundo numero 
(estatura o altura)^ nuestro ejemplo esas razones eran Iguales 
en todos los casos, En est.i situacidn, declmos que las cantldades 
fislcas medldas por los numeros son proporclonales entre si. Una 
proporcldn es la af Irmaclon de la Igualdad de dos razones* 

Kntonces, en nuestro ejemplo de la prlmera pagina de este 
capltulo, la longltud de la aombra es proporcional a la estatura o 
altura^ La razdn de cada par de medldas, en ese ejemplo, es ^ " 
Usaremos *:*3a razdn nuevamente para determlnar la altura de una torre 
si la loii^titud de su sombra es 21 pies* Sea w ei nUmero de pies 
de altura de la torre* Entonces la af Irmaclon, 

21 2 

es una proporcion* Conslderemos ahora algunos enunclados de eata 
forma; volveremos luego a esta pt'oporcldn para mostrar un m^todo 
que permlta encontrar un numero de manera que, sustltuldo por w 
en la proporcldn, haga de ^sta una proporcldn verdadera^ 
En el Capltulo 6 hemos vlsto que i 

En (a) J ^ ^, vemos que 2 * 9 = l8 y 3 . 6 = l8j entonces 
2 • 9 - 3 • 6. En (b) J = ||-, vemos que 3 • 52 = 96 y 4 • 24 » 
96; entonces 3 • 32 =• 4 • 24. En foiroa andloga, en (d) ^ « ^^S* 
vemos que 3 • 1,000 * 8 ♦ 37 ., pues 8 • 575 » 3«000. Conqi>ru6ba 
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5*>taaya otros tsjerr.plos de pares fracclones que representen 
el rrd^rr.o i.urr.ero ra ^lor.il. iSon lg\,ales loa productos del numera- 
dor d»^ >,r.a rraccior. por el donomlnador de la otra? Veamos si 
ecta propiodcid ^.c vordadora para todos los pares de fracclones, 

qu*f 3»^an r.une rales de i;n mlamo numero racional* 



^4 Q 



^ £ b/0 ^ d/0, entonces 



d 
d 



d 



^ se multlplica por ^, que es 

l^ual a 1, 2t § se multlplica 

b 

por t-- 



a<3 



^5 ^ 



Gfc 

ad te 



Kntonces Cxcl - be* 



Se obi;lenen estos produotos de 
manera que los dos numeroa racio- 
nales f i f eaten expresados 
como fracclones con un denomlna- 
dor comun. 



SI dos fracclones con el mlsmo denoml- 
nador son nombres para el mlsmo numero 
raclonal^ sub numeradores son Iguales* 



Hemes demos trado: 
Propledad U 



S3L l-l i 

ad = be. 



b 0 2. ^ 7^ 0» entonces 



Eata propledad puede resultarte utll en la soluclon de pro- 
bler.aa en que hay ^roporclones. Tambien es clerto qu|p8l ad « 
be, entonces | f slempre que b / 0 2. ^ / ^' DeJaremos la 
demos traclon de eata propledad como problema. (V, el probletna l8. ) 

Podemos volver ahora a nuestro problema de la altura de la 
torre. 



SI 

entonces 



2 

5 



2± 
w 

21 • 5 « 
34 « w 



2w 



propledad 1 



deflnlcl<5n de un niSmero 
racional 



La torre tlene 3^9 pleo de altura 
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Kjei'cloilos 9*^1 
tr. estai'.ira en pul^adas? serla la longltud de 

tv, sor.bra si r.iera r^ediida al mistno tlempo y en el mlsmo sltlo 
or; que cc :nldlc*r-,^r. las sorabras de laa personas alvtdidas en el 
prol Ivjj.a -oj, j;.e Ir^trcidu jo este capltulo? 

A cor.ilr.uacion, s-e Indlcan los datos de otroa objstos que fueiwn 
rrtcdidos or. otro sltlo y ej. otro rriOmento. "Copia y completa la 





Loncitud de la aombra 


Altura 


Razdn 




3 pies 


3 pies 




Ptfrc'ha para r*ops 


3'* pulgadas 




r 


Arbol 


T-g- pies 


20 pies 




Mastll 




l44 pulgadaa 




Cerca 


11-^- pulgadaa 


30 pulgadaa 





una ol^jo hay 50 e^tudlantP: de los cuales 



12 son nlfias, 

^Cudl es la razon del numero de niflas al ntlmero total do 
estudlsur^tes de la clase? 

^Cual es la razdn del numero de nlilos al numero total de 
alurrx40S de la clase? 

?Gual es la raE^n del numero de nliSas al numero de nlflos*^ 



{a) 
tc) 

En otra claae, la razon del numero de nlfias al numero de nlflos 

la mlsma que en el problema 5* SI en esta clase hay 
lO nlfias, icuarrftoa nifios hay? 



py* el prcolema l8 se te plde demostrar que ^ 



si ad a 



o 

be h / 0 A / 0. Utlllza esta propledad para averlguar 
cuales de los slgulentes pares de razones son Iguales: 



(a) 
(b) 
io) 



10 20 

T' "ft) 

3' T 
To* T5" 



(d) 



68 76 
IT* 

^. ^ 
15' 39 



:eric 



4 
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inuiiera j'l':', l:x prop>'^slcl6n qsse se e^iincl^ sea verdadera: 



(a) « ^ (a) ^ ^ 
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* 

. :5 1:. . - . . ' 

.Tosei'lr.a tlene un retrato de n pulgadas de ancho y 5 pul- 
t'adas d.- lat-go. .^uiere arapliarlo de laanera que tenga 8 pul- 
radas ar.chs.^* c^^*'^^^^ lofigltud tendra la ampllacidn? 
Zl lar.a torre proyeeta una sombra de 75 pies de ^largo y al 
r^lsmo tlenpo honitre de 6 pies de estatura proyeeta una 
aorr.tra de ^ pies de largo, i(ivi4 altura tiene la torre? 
9* Al se:lor Peres se le pago ia suma de ^135 por un trabajo 
^luc ha requerido 40 horas* iCuanto deberla pagarsele por 
ur. traba,*o T^e requiere 60 horas, tSi el saiarlo por hora 
OS el nlsrr.ov 

^ 10* "i^a ^s^oct:i para preparar p^istelltos menciona los slgulentes . 
iKfc i*edle:;tos 

1 tasa do nar.tequilla 1^ ta^as de harlna. 

4 de taza de azucar 1 c^cha^ita de valnllla 

2 huevos ? * * . ' 
Con estas cantidades se pueiien preparar JO paaj;ellto8« 

(a) heplte la receta aumenltando los Ingredientes en la'razon 

(b) iCuantos pastelltoa se pueden hacer coi^ la nueva receta? 

(c) Suponte que quierea hacer pastelitos** ^Cudnto nece- 
altaras de cada Ingrediente? 

1U vtillza una proporcldn para resoXver los slgulentes probli&inas.» 
Compriieba tus calculos resolvlendo los prdblemas p6r otro 
metodo. 

(a) ^Cuanto cuestan 3 docenas de rosqulllas a 4o*55-'P^^ 
dooena? * ^ * ^ . 

(b) ^Cuanto cuestan 12 bombones si 4 cuestan 15 centavoa? 
(^Como podrlas escrlbir este preclo utl^Uahxio la. palabra 

■ !3 ^ 
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(n) iCuanto cuestan 8,t>00 ladrllloa a rasion de 4^4 por 
miliar? 

(d) Una carretera tlene una pendiente de lo que signlflca 

que sube 6 pies por cada 100 pies de carretera* ^Cuanto 
subira en una mllla? Halla la respuesta con la aproxlma- 
cldn de un pie* 

12. Para expresar velocldades se usan habltualmente unldades tales 
oomo 'V.illas por hora" y "pies por segundo''. Una motoclcleta 
pr.ode vlajar a 30 millas por hora* ^Cuantos pies por segundo 
son? (El pellgro de las altas velocldades^ en varlas clrcuns- 
tanclas^ puede expresarae mejor cuando se da la velocldad en 
pies por segundo • ) 

13* La slguiente tabla da una llsta de pares de numeros, A y B» 



Kn cada par la razon de A a B es el numero Corapleta 
la tabla* 





A 




Razdn ^ 


Razdn en su forma mas simple 


(a) 


12 




12 


6 

7 


(b) 




21 






(c) 


50 








(d) 




100 






(e) 


100 









♦l4. Algunas veces es convenlente comparar mas de dos cantldades. 
Por ejemplo, *una raezcla de nuecea tlene 5 librae de mwni, 2 
llbras de anacardos y 1 libra de pacanas* En este caao la 
razdn del nuvaero de llbras de manl al niSmero. de -3tlbra8 de ana- 
cardos es ^ d 5 a 2, yla razdn del ntlmero de llbras de 
anacardos al mSmero de llbras de pacanas es 2 a 1. Eeto 
puede escriblrse brevemente asl: 5:2:1. Suppnte que un comer- 
clante desea preparar 24 llbras de esta mezcla. ^Cuantas 
llbras de manl, de anacardos y de pacanas debe emplear? Para 
encontrar tu respuesta, responde prlmero a las slgulentes pre~ 
guntas : 

(a) SI se mezclan .3 llbras de manl, 2 llbras de anacardos y 
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1 liira dti pacanas, ^cuantas libras hay en total? 

(b) JtJual es la razon del numero de libras de man! al nuraero 
total de Hbras*' 

(c) Como esta rason debe ssr la mlsma en la mezcla cuyo peso 
total es 24 libras, ^cuantas libras de manl se necesltan? 

(d) Kesponde a las preguntas (b) y (c) cuando se reemplaza 
la palabra "rani" por la palabra "anacardos"* 

(o) Hespcide a las preguntas (b) y (c) cuando se reemplaza 
la palabra 'Vianl" por la palabra "pacanas". 
It,. Se var. a preparar cJncuenta y sels libras de una raezcla de nue- 
ces, cor. los misnos In^redfentes y en la mlsma proporclon que 
* et. el probleina 14« ^Cuantas libras de cada Ingredlente se 
n c- o » J s i ri ran 

lo. Ct^'tlenen libras de una mezcla con los mlsmos Ingredlentes 

qise en el pr.blema 1^, pero que estan en la proporclon 3:3:2. 
^(^uantas libras de cada Ingredlente hay? 

17. Un trlgungulo tlene sus lados de longitudes 11 pulgadas, 8 

- pulgadas y 6 pulgadas, SI se va a dlbujar otro trlangulo de 
100 pulgadas de perlmetro, las medldas de cuyos lados estan en. 
la proporclon 11:8:6, icual sera la longltud del lado mas 
corto V 

18. r»emuestra la propledad, " 

si ad = be b / 0 d ^ 0, entonces § = f • 

Cuando hay as demos trado esta propledad^ podras declr: 
3l 1^ = ^> ^ b / 0 ^ clV 0# entonces ad ^ be, 
solo en este caso • 

(Sugerenclat SI ad = bo, entonces a Podemos 

be -u 0 \ 

expresar como ^ • 5* / ^ ^ 



9-2* Porcentajes 

Muchos de tus condlsclpulos estan habltuados a la palabra 
"por clento", y tCi conoces probablemente lo que signlflca*. *S1 tu 
maestro dice: "90 per clento de las reapuestas de esta pwaeba 
son correctaa", iaabea lo que qulere declr? La eatpresldn ""per 

\ 1 tr ^ 
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clento^' vier.e la fraso latlna "per centum", y de ella deriva la 
palalra ^'porcentaje'^ SI la prueba cori 90 por clento de las res- 
puestac corr*?ctas ^iene 100 respuestas, entonces 90 respuestas 
do esas 100 son correctas* Se podrla usar la razon en vez 

de la frase "90 por clento*' para descrlblr la parte do las respues- 
tas que son correatas^ La frase '^por clento" se usa cuando una 
razon esta e3q)resada con un denomlnador 100* 

90 por clento ^ 90 * 

Et\ V02 de la expresior. "por clento" se usa el slmbolo, % • Este 

* 1 
slmbolo es una abreviatura de 



90 

TO? . 


90 • 


1 


90^ 


lb 


16 . 


1 

'WS - 


163^ 


3T 


37 • 


1 


375^ 


77 


77 ♦ 


1 


?^ 




13 • 


1 


133^ 



ouponte que de las 100 respuestas de una prueba, 90 son 
correctas, 5 incorrectas y 4 han sido omltldas* Gomo conocemos 
el niimero total de problemas de la prueba, podemos ebcpresar esta 
Informacldn como porcentajes* ^ 

« ,90 * =^ 905S (905^ de las respuestas fueron correctas. ) 

* respuestas fueron Incorrectas*) 

loo ~ ^ * TSC - ^'^^ de las respuestas fueron omitldas. ) 

"TO" t6c T5^.* (Todas las respuestas poslbles. ) 

90^ + 6% k% = lOOJg (Todas las respuestas poslbles, ) 

Otro nombre para el numero uno es lOOJ^. 
El niimero 2 puede escriblrse tambl^n asl: 

Con otras palabras, 200$^ signiflca 200 x » |^ » 2. 
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ttha claee de 2^ alv>innos eota compueata de 11 nlftas y 14 
niftoa. La rason del ntlmero de niftas al n\Jmero de alumnos de la 
clase pued<? expresarse de varlas formas. Por ejemplo, 

11 _ 22 _ 33 « 44 ^ 55 _ 66 ^ 
^ - 5^^ ~ 75 " ~ 125 ~ W 
SI qulsleramos Indicar el porcentaje de nliias de la clase, ique 
fraccldn darla la Inforaiacldn mas facllmente? ^Por quev La razdn 
del niimero de niftoa al n\5mero total de alumnos de la clase puede 
escx'lblrse como algue: 

14 c _ A. 56 e f 
^ ° 50 ~ 75 " k50 1^ "15?^ 

iQue nunieroa representan las letraa c, d, e ^ f? Observa las 

doa razones (nlrlas) y -Jf (niftoa). iCual es la suma de las 

44 56 ~ 

doa razonea? Halla la suma de las dos razones y Ex- 

presa laa dos razones y au suma como porcentajes, utlllzando el 
almbolo % . La clase en t era se consldera como el 100^ de la 
claae porque 

Todo nuinero ^ puede aer expresado como un porcentaje 
hallando el nuroero c tal que 

a „ c „ ' 1 



= cs 



EJerciciod 9-2a 

1. Utlllzando papel cuadrlculado, dlbuja un cuadrado grande :cuyo 
Interior este dlvldido en 100 cuadrados pequefios. . Escribe 
' la letra A en 10 cuadrados pequefios. Escribe la letra 
en 20j6 de loa cuadrados. Escribe la letra C en 35^ de 
los cuadrados. Escribe la letra en 30 de los cuadrados. 
Escribe la letra X en los cuadrados restantes. 

(a) oEn que parte f raccionaria- del total de los cuadrados 
esta la letra A? 

(b) iEn que porcentaje del total de los cuadrados esta la 
letra A? 

(c) ' ^En cuantos cuadrados esta la letra B? 

(d) ^En qu^ parte f raccionaria del total de los cuadrados 
esta la letra B? 
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(e) ^En cuantos cuadrados esta la letra C? 

(f) tEn que parte fracclonaria del total de los cuadrados esta 
la letra C? 

(&) cKn que palrte fracclonaria del total de los cuadrados esta 
la letra D? 

(h) iEn qu^ porcentaje del total de los cuadrados est^ la letra 

(l) iEn que parte fracclonaria del total de los cuadrados esta 
la letra X? 

(J) ^En que porcentaje del total de los cuadrados esta la letra 
X? 

iCual es la suma de los numeros obtenldos como respuestas para 
(a), (d), (f), (g) e del problema 1? 

En el problema 4, ^cual es la suma de los porcentajes de los 
cuadrados que contlenen las letras A, B, C, D y X? 
Escribe cada uno de los slgulentes niSmeros como un porcentaje j 



(a) 


1 
2 


(d) 


1. 
5 


(g) 


3 




I 

5 


(b) 


1 

? 


(e) 


2 
5 


(h) 


2 
2 


M 




(c) 


1 


(f) 


1 
5 


(1) 


k 


(1) 





Considers la clase slgulente: 

Estudlante 

Roberto 

Juana 

Maria 

Juan 

Jos^ 

Beatrix 

Ralnmndo 

Donaldo 

Margarltti 

David 



(a) iOu^ porcentaje son jiiaos? 

(b) ^Qu^ porcentaje son rublos? 

(c) ^Qu<$ porcentaje son pellrrojos? 

(d) iQvie porcentaje no son pellrrojos? 

(e) iQu^ porcentaje son nlflas de pelo negro? 
'(f) iQu^ porcentaje son nlflos pellrrojos? 



Color del cabello 

rublo 

negro 

rublo 

rojo 

negro 

negro 

rublo 

negro 

roJo 

negro 
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6» Juanlta reclbe de sus padres 50 centavos por semauia* Una 
semana easta 12 centavos en un laplz, 10 centavos en hela- 
doa, 1f> centavos en una colecta esoolar y guarda el resto en 
^ su alcancla* 

(a) fixpresa la ra26n de cada gas to y del ahorro al -.otal 

del dlnero que reclbe semanalmente, y expresa cada raz^n 

como un porcentaje. 

Hall a la auma de las ra zones 

(c) ^ialla la suma de los numeros Indlcados por los porcen- 
tajes* 

(d) iQue colncidencla encuentras entre las respuestaa ante- 
riores? 

7* HI Ingreso mensual do una famllla es ^kOQ^ EL^ presupuesto 



mensual de la famllla es: 

Pago de aniorti2acl6n por la hlpotsca de la oasa ^QO 

Impuestos 20 

Pago del automdvil 36 

Allmentacion 120 

Ropa 48 

Gastos de funclonamlento 32 
Salud, ^diverslones, etc* 

Ahorros y seguroa " 40 



(a) iQu^ porcentaje del Ingreso se asigna a cada partida del 
presupuestp? 

(b) ^Cdmo se harla una comprobacldn de la exactltud de las 
ocho respuestas? 

El porcentaje es un m^todo convenlente para dar Informacldn 
referente a razones. Lob resultados de las coiqpetenclas atl^tlc^s 
se dan a veces en porcentajes. Dos alusonoB del s^ptlmo grado han 
descublerto la raz<5 . por la oyal se usan los porcentajes en estos 
oacos* Los nlfioa estaban dlsoutlendo las puntuaclones def bus 
equlpos de belsbol. Un equlpo gand 15 partldos de los 20 que . 
se Jugaron. Otro equlpo gano' l8 de lOB 23 partldos Jugados* 
^Cuil de los equlpos tuvo maycr ^xlto en el juego? Bl^segundo 
equlpo ha ganado 3 partldos mis, pero el prlmero ha Jugado menoa 
partldos* Observa Ic^s razones del roiinero de partldos ganados al 
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numai^o de partldos Jugadios per cada equlpo* Las razones ^ ^ ^ 
no pueden conparar a slinple vlsta# Ueemoa para ello loe por- 
centajes* 

El primer equlpo gan<5 de los partldos jugados* 



^ = ^ Qqxxq 75^ los partidos jugados* 

1 ft 

El aegundo equlpo gan<5 ^ de los partldos Jugados* 

i§ ^ ^Ij^ « 72 :^* Gand 725^ de loi partldos Jugados^ 

El primer equlpo, que gand 75?^ de sus partldos, tuvo mayor 
exlto que el segundo equlpo, que feano 72^ de sus partldos* Podrit- 
amos declr que 725^ < 75^, 6 75f ^ 72S^* 

Se dan a veces en forma^-^ft^orcentaje muchos datos referentes 
a negoclos, escuelas, etc^ Transcurrldo algUn tlempo, frecuente- 
mente es mas convenlente referlrse a esos datos como porcentajes 
que de otra manera* 

Hace unos afLos el director de un campamento tomd algunos datos 
para uso future « Algunas Informaclones estaban en porcentajes y 
otraa no* Los archivos daban la Inforraacldn slgulente: 

(1) Habla 200 nifios en el campamento. 

(2) Clento per clento de los nlStos tenlan apetlto antes de la 
prlmera comlda en el oan^amento* 

(3) En el segundo dla nifios pescaron. 

(4) Un nifto querla regresar a su case la prlmera noohe. 

(3) El dli^ctor de un campamento veclno dljo: "Cuarenta jpor 
clento de los nifios de'^ml campamento quleren aprender a 
nadar este verano. Ensefiar^ a nadar a 3? nifios". 
Segun las Informaclones (l) y (2), ^cuantos nifios tenlan 
apetlto cuando vlnleron a cenar el primer dla? 

^ ^ . 200 « 200 

Naturalmente, podemos saber sin necesidad de caloular que el 
1005^ de 200 es 200. 

ITtlllzando la lnromacl<$n (3), podemos enoontrar el' porcen- 
taje de nliios que pescaron el segundo dla. La raz<$n del ntlmero de 
nifios que pescaron al ntSmero total de nifios que habla en el oaiopa^ 
mento es Si llamamos 3e^ al porcantaje de los nifios que 
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peacaron, entonces 

TO * 

200x = 100 • 44 propledad 1 

_ - 100 « 44 
X « 5(50-- 

0 X » 22 

Velntldoa por clento de los nlRos pescaron. 

Partlendo de (4) podemos enoontrar el porcentaje de nlttos 
que tenlan nostalgia de su hogar* Si lo deslgnamos por x^, en- 
tonces 

X _ 1 

W ~ 255^ 

200x « 100 propiedad 1 

100 

* ^ * ~ 25o 

1 

X « ^ 

De todos los nlflos, tenian nostalgia de su hpgar. Este 
porcentaje debe leers© ^*raedlo i»r clento" o "la ml tad de uno por 
clento". Probablemente prefleres declr "la mltad de uno per 
clento", pues eato acentua su pequeftez. 

Con la infoiroacldn (5), se puede saber el numero total de 
niaos del segundo camparaento. Llamemoa x a este nUmero de niflos. 

« 40S6 slgniflca del grupo, y tambl^n ae reflere a 52 

40 '32 

nlfios, Deseamos hallar x tal que » 

40 32 

W ^ X * 
40x - 3,200 propiedad 1 

V 3200 

x = 80 

E.1erclcioa 9*2b 
1, Un equip© gano 3 de los 5 prlmeros partidoa Jugadoa. 

(a) iQsai porcentaje de los^prlmepoa 5 partidoa gand el 
equipo? / 

(b) iQu< porcentaje de loa prlmeroa 5 partidoa perdl6 el 

equlpo? ' ' 
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2» Posteriomente, en la mlsma tempo rada, el equipo gand 8 de los 
l6 partldoa Jugados. 

(a) iCual ea el porcentaje de partldos que ha ganado esta vez? 
(t) ^Ka aumentado o disminuldo el porcentaje de partldos gana- 
dos? 

3. Al Clnal de la temporada el equlpo habla ganado 26 de los 
^0 partldos .^ugados. 

(a) Al flnallzar la temporada, ^que porcentaje de los partldos 
Jugadoa habla ganado el equlpo? 

(b) Compara este porcentaje con los otros dos. 

^. Hay 600 aluinnos de s^ptlmo grado en una escuela secundaria de 
primer clclo. HI director plensa dlvldlr a los aluinnos en 20 
aecclones de igual numero de alumnos, 

(a) ftCuantos aluinnos habrd en cada seccldn? 

(b) iQu^ porcentaje de los alumnos estara en cada seccldn? 

(c) ^Cuantos aluinnos son el 1$^ del ntimero totisLL de aluinnos 
del septlmo grado? 

(d) 'Cuantos aluinnos 'son el .10^ del numero total de aluinnos 
del septlmo grado? 

5. Suponte que una seccldn contlene 36 alumnos. iQu^ porcentaje 
de los alumnos del septlmo grado esti en esa seccldn? 

6* Clento clncuenta alumnos del septlmo grado vlenen a la escuela 
en autobus. 

(a) ^ ^Que porcentaje de los alumnos del septlmo grado vlenen en ' 

autobus? 

(b) iQue porcentaje de los alumnos del sdptlmo grado vlenen a 
la escuela por otros medlos de transportacldn? 

7. En una seccldn de 30 alumnos, 3 llegaron con retraso. 

(a) iQu^ parte fracclonar^A del total de alumnoB de esa seccldn 

/ ^^^^^^^^^^^ 

llegd tarde? 

(b) iOud porcentaje del total de alumnos de esa seccldn w Tp- 

traso? 

8. Habla 750' alumnos, del octavo grado. 'iQue porcentaje del wi- 
mero de alumnos 4el sdptlmo grado es el ntlmero de alumnos del 
octavo grado? 

9. tin dla llegan a la escuela 3 alunLios del odptlroo grado c<m 
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mulvtas, pu*^s habtan estado #?squianclo^ iQue porcwtao^ del 
numero de alurxos del s^ptlmo grado andaba con muletas? 
10* Un alutnno del septlmo grado oyo un dla al director declr: "Hoy 
esta ausente ei cuatro por clento de los alumnoa del noveno 
gl^ado^'* La llsta de auaentes eae dla habla registrado 22 
nombres del noveno grado^. Con eatas dos Informaclones, el 
alurano del septlmo grado descubrlo el nximero de alunmos del 
noveno grado que tenia la eacuela* ^Cuantos alumnoe del no- 
veno grado habla? 



9-3* Notaclon decimal 

Recordaras que declamos en el Capltulo 2, que numeral en 
base dlez estaba escrlto en forma desarrollada si, slendo por ejera- 
plo 3,28h, se eacrlbla como 3(10^) + 2(l6^) ^ 8(10^) + K Se 
dice que el numeral esta en notaclon posl clonal si se escribe como 
3,2^^, En base dlez esta forma se llama tambl^n notaclon decimals 
Cada dlglto representa un valor dado de acuerdo a su colocaclon 
en <^1 numeral. Sn cl ejemplo anterior, el 3 estd en el lugar 
de los miles p el 2 en el de 3os clentos, y asl auceslvamentet 
En base dlez la notacl<5n poslclonal dice que el valor de cada 
lugar Inmedlatamente a la Izqulerda de clerto lugar e« dlez veces 
mayor que el valor de este Ultimo* El valor de la poslcldn in- 
medlatamente a la derecha de una poslclon dada es un d^clmo del 
valor de esa ppslcldn. Observando el nUmero^ 3f284 escrlto en 
notaclon desarrollada, notaras que leyendp de Izqulerda a derecha 
los exponentes de dlez decrecem Suponte que queremos esorlblr 
5,634.728 en notacl<5n desarrollada. Podrlainos eacriblr 
5(10^) 6(10^) + 3(10^) + 4 + 7( ? ) + 2( ? ) + 8( ? ), EL 4 
ocupa el lugar de las unldades. £1 valor de este lugar ^es 
del valor del lugar > Inmedlatamente a su Izqulerda* SI extende^^s 
nuestro numeral en un lugar hacla la dereoha del lugar de las 
unldades y deseamos conservar nuestra forma de desarrollo, ^cudl 
seri el valor de ese lugar? del lugar slgulente a ^se? Para 
eacriblr la fomia desarrollada a la derecha de las unldades tanto - 
como a su Izqulerda tenemost 
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5(10^) ^ ' (ic'^) r 3(10') + it + 7(i) - + 8(-\), donde el 

primer lugar a la derecna de las unldades es el lugar de las decl- 
mas. 

% La sle:ulente tabla muestra los valores de posicidn tanto a la 
laqulerda oomo a la derecha del lugar de las unldades. 



Tabla de los valores de posicidn 



Cen tenas de 
miliar 


Deoenas de 
miliar 


fH 


CO 

to 
>^ 

O 


IQ 

o 


q> 
<0 

•o 


10 


Centeslmas 


to 
to 
E 

10 
-H 


10 


to 

o s 


100,000 


10,000 


f 

1,000 


100 


10 


1 


0.1 


0.01 


0.001 


0^0001 


0,00001 


10^ 




10^ 


10" 


loV 


10^ 


1 


1 
■— 

10"^^ 


1 


1 


1 ■ 
"lO^ 



Habltualmente declmos que los lugares de la derecha son los 
lugares declmales. * 

Cuando el numero 5,284,569 se escribe en notaddn decimal, 
el punto decimal Indlca el lugar de las unldades. El niinero se lee 
"tres mil dosclentos ochenta y cuatro c<yi qulnlentos sese^ita y 
nueve mileslmas" o "tre's dos ocho cuatro — ^punto — dnoo sels nueve", 

Ejemplo 1. Escribe 5(lO^) + 7(lO^) + en notaddn 

decimal* 

Observa que no se ha escrlto el lugar de las unldades, iPuede 
escrlblrae el lugar de las unldades como 0(iO^)? Tu resultado^ 
570,3, te ayudari a dar esta nueva respuesta. 



E.lerclcloa ^-^p 

Eacrlb*; cada una las expreslones slguientes en notacldn 
decimal: _ , • 



(a) 6(10) f 5(1) + 8(^) +-7(-^) 



10* 

(b) H\oh 1-5(10) +6(0 + 1(A) + 9(-V) 

(c) 5(10) + ^i^)^ M-j^) 

(d) + + 3(-^) 
1" 10" 10^ 

(e) 5i(-\) 6(-V) 

. 10*^ 10^ 

(r) 3(^).5(^)- 

(g) 3(10^) + ^(-Ijr) 

lO'^ 

Escribe cada uno de los slgulentes numerales en foiina 
desarrollada: 

(a) 52.55 

(b) 1.213 

(c) 0.4 

(d) 3.01 

(e) 0.0102 

(f) 0.10001 

(g) 30.03 

Escribe cada uno de loa slgulentes numerales en palabras. 
Por ejemplo, 3.001 se escribe tree con una mllesiina. 

(a) 7.236 (d) UOlOl 

(b) 0.004 (e) 909.009 

(c) 360.101 , - (f> 5.0045. 

Escribe en forma de numerales dedmalesj ^ 
(a) Tresclentos cincuenta y dos cent^slmas. 
{b> Qulnlentos slete dlezmll^slmas* 
(c) Catorce mll^slmas. 



(d) Seaenta con siete Gentealmas. 

(e) Trelnta y dos clonmll^slmas. 
(!')• Ocho con dleclnueve tnll^simas. 

•5. Escribe 0,1^^^ en base dlez, 

•6; . Escribe 4" C'- el slstema duodeclmdi. 
*7. Escribe ^ en el slstema duodecimal. 
*8. Gambia 10.01 k a base dlez. 



9-^. Operaclones con aeclmales 

Supongamos que queremos sumar dos nuraeros dados en forma deci- 
mal; por ejemplo, 0,73 + 0.8^1. Sabemos cdmo sumar j 73 + 84 « 157. 
iComo hacetnos con las clfras declmales? Podrlamog proceder como 
slgue : 

0.75 - 73 X ^ y 0.84 « 84 x ^ 
Por conslgXilente, 

0,73 4. 0.84 = (73 X ^) + (84 X ^) 

. (73 + 84) X 

- "'57 X ^« U5Ts 
Observa que heraos usado la propledad dlstributlva. 

Supongamos ahora que quereraos hallar la auma -de — d^^J + 0. 125. 
* Igual que antes, prlraero volvemos a-^scriblr nuesta?oa ntSmeros como 
fracclonest 

0.73 * 73 X ^ « 730 X ^ y ' 0. 125 » 125 X ^ 
Utllizamo^ -la ultima forma Indlcada par^ O.73, pues' entotices 
IQOQ aparece en ambos productos. 

0.73 + 0. 125 = (730 X ^) + (125 X ^) 

- (730.4- 125) - 

Estoa ejemplos pueden eer tratados de modo m&s convenlente 
eecrlblendo un mimero debajo del otro, como olgues 
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ITST ^57555 
Observa lue escrlblmoa los puntos deciraales ca'aa uno exactamente 
debajo del otro. Esto se debe a que queremas sumar el ntlmero en 
lugar <ie las d^iclraas del primer ^sujnando al numero en el lugar 
de las declmas del segundo suraando^ y el niSmero. en el lugar de 
las centealRias en el primer suraando al numero on el lugar de las 
centesir.as en el segundo, etc. Entonces 

y pbr c^nsiculente 

0.73 + 0,84 = -i-j^ + 
/ ■ 15 . 7 



1^ + W ^ 



\ 



= 1.57 

Se puede trats^ ^a.sustraccion de la raisma manera. Por 

ejemplo, * .V^ 

•'0.84 

, ^ - 0,73 " r4 

. E.jercicioa 9 -4a 

.Suma iod^ sigulentes niimepos; ^ 

(a) 0.7-^-+0.84 . : • > 

(b) 0.719 +^582 ^ - ' • 

(c) ,U002 + b.0\O'd 

(ft) UOS +.0«7i. + 21.0 , 
2. nesta ],os ' siguientea nuraeros: 

(a) ' 0.84 - 0.76* 

(b) 0.625 t ^^.550 

(c) 0.500 -,0.125 \ , 

(d) lto05 - 0.0005 « . * * ^ 
5. EfectUa las* operaqionea in^J^cadaa: 

(a) U^--i -^76'2 + 0,066 
^ (b)" 0J07 - 0.32 +,0*076 



4, Cuatr'O horr^brea or.tran en una ferreterla en busca de alambre de 

» 

cobxiw^ prlmero T«l^re comprar 10,1 pies, el segundo 15.1, 
el torccTo o. y -3l cuarto lo. opies. El dependlente sabe 
que la Territorla adlo tlene 30 pies de esa clase de alambre. 
iPuede dar a cada comprador lo que desea? 

Un com«rclantti tlene 11. 5 llbras de aziicar. Una seflora com- 
pra llbras. Otra corapra ^.8 llbras. Lue^o un cami<5n de 

aprovlsionanlento le trae 25 llbras. Plnalmente Ids ratones 
cornen 0,0S llbi'as. iCuanto a2\3car le queda? 

6. Una libra, tlono U" onzas. iQue pesa mas, 7 onzas 6 0.45 
llbras? 

7. En casl toaa Europa las dlstanclas se mlden en kllometros. 
(Hocuoraa ^r. kildmetro es alrededor de de mllla. ) La • 
dlstancla de la cludad A a Paris es 37.5 kll<5metros y la 
dlstancia de la cludad B a Paris es 113.2 kllometros. 

que dlstancla esta la cludad A de la cludad B, pasando per 
Paris? 

8. Su'pmite iuo las trts cludades. A, B y Paris del ejemplo ante- 
rior estar: en la mlsraa carretera y que la cludad A esta entr^ 
Parlo y la cludad B. Entonces, ^que dlstancla en kllometros 
hay ontre las dos cludades Ay B a lo largo de la carretera? 

»9. Halla el valor de la^suma, en el slstema decimal, de loa nia- 
meros lO^OJ^^Qg y ^'^^^Qg* Prlmero pasa al slstema decimal 
y luego suma. 

Suponto que queromos multlpllcar dos niimeros en forma decimal. 
Por ejenplo, 0. 3 x O.25. Saberaos cdmo multlpllcar los niJmeros: 
3 X 2S = 7\.. En la mlsma forma <^ue para la suma, escrlbaraos 

0.3 X 0.25 « 3 X ^ X 25 X ^ 
«3x25x^x^. 

- 0.075 
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\t 'iCuantos dlgltos hay en 0.3 a la dertcha dbl punto . 

/decimal? • ^ ^ , 

<,Cuantos dlgltos hay en 0.35 a "la derecha del punto." 

decimal? ' ' , ' 

3, ftCvial es la suma de las respuestas a 1 y * 2? 

4, iCuantos dlgltos hay en 0.075 a la derecha del pynto - 
decimal? ' . ^ 

^5. " Compara las respuestas a 3 y ^. * ' • 

Ahora multipllca 0.4 x 0.25. iCual es tu nespuesta? Resr 

* * * 

ponde a las clnco preguntas anterlpres, 1, 2, 5,^ h y 5, para 
tales numeros. ^Concuerdan entre si aun las respuestas dadas a 

3 y ^? ' * 

Propledad Para encontrar el numero de clfrifes decimal es 

del producto cuandp se multlpiycan dos numero a, 
suma el niJmero de las clfras djeclmalep de los 
dos > numerales . 

Por ejemplo, multlpliquemos 0.752 par 0. 25^ El primer 

numeral tlene tre^i clfras deciraalea y el segundo tien^do^, en- 

tonces el producto debe tener clnco clfras declmales. Calcularaos 

el producto 752 x 25, y luego raarcamos c4-ncq ..clf ijas declmales §n 

la respuesta, contando de/Serecha a izquierda. 

0.732 
0.25 

05§SO. ' ^ ' 

01464 . , 
0. -I WO • / 

Consider eroos ahora el problema de dlvidir dos n\5meros expre- 
sadcs en forma decimal, por ejemplo, 0. 125 +.0.5. v 

Como primer paso se acostumbra busc?ar ©na fraccl<5n cuyo deno 
mlnador sea un, nilmero cardinal y tal qi>e ©sa nueva fracci<5n sea 
tambl^n un nombre para- 0.1^5 + 0.5. .En este caso, empezjamos con 

Iiuego,^ a f in de reemplazar el .%denominado.r por. un njameiJO 

cardinal, multlpllcamos el numerador y el deriomlnador por 10 y 
obtenemos Utlllzando las fracclones podrlamos transfomar 

esto asl: 
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J-^ . i X \. 2,. . ^ X (-ji^ X 12-^.) ^ X (1 X 123) . . 

. ' , * m ^ " 
Pero un rjiodo mucho mas breve es utlllsar la forma habitual de la 
division. 

Entonces: ' * • ♦ * 

(divisor) (cociente) (dividend©) 

> X 0.25 = 1:25 

y vemoD en la i£:ualdad el numero de clfras declmales "(dos) del 
product© r>s la auma los nuraeros de clfras declmales de los fac- 
toro3 a-, s.^so produetc (O + 2) conforme a lo expuesto en la pro- 
pl«>dad i. Cuando el divisor es un niameix) cardinal, "el dlvldendo y 
el coclunto tienon el inlsrao* numero de clfras declmales. Colocando 
el p\4nto declsial del cociente coincldente con el del dlvldendo^ 
locall^^amoG automat icamente el punto. decimal del cociente en su 
pOGicldn correcta. / 

Es facll cometer un error al colocar el punto decimal en la * 
respuesta y por eso es convenlente verlflcar con una respuesta 
estlmada^ Por ejemplo^ vmos^que 

^Q^^l^ 'es aproxlmadamente " 5 ^ 

lo que so parece bastante a nuestra respuesta^ 

* Tr*ata de segulr el mlsmo procedlmlento con una fraccldn mds 
compllcada: ^^^3 " multlpllcararoos el denomlnador por 10 
tondrlamos 25.3 que no es aun un n>3mero cardinal* Pero al multl- 
pllcamos por 100 obtenemos 253^ que si es un niimero caz^dlnal# 
U rraccion .aaa se tranaro^a entonc.s en ^ ,.e„to„oe» aivl- 
dlmos en la forma habitual: 



2.1 

506 
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Entonc«t3 "S^J X 2. 1 « d5U5* cl(?nde vemos que el nuraero de* clfras 
decimal eV de 253 (que es cero) mis el numero de cifras decimal es 
de ZA ' (que es 1 ) es Igual al numero de cifras declmales de ^ 

531.3 (que es l). * ^ 

Verlf lea el slgulente cdlculo t , ' • ' ' 

• Por supuesto no >podemos pretender que nuestras dlvislones 
sean "exactas" en todos los casos. Por ejemplo,- tratemos de en- 
contrar la expresidn decimal de y. Si quereraos ototener el co- 
clente'con tres cifras declmales, dlvldlremos 2.000 per ?• SI 
lo qulsieramos con sels cifras declmales, tendrlamos que dlvldir 
2.000000 por .7, y as! suceslvaraente, Calculemos el coclente 
con sels. cifras declmales: 

0.28571^.*. 
7, ) 2.006600 

1 4 

■"TO 

■ "^0 

50 
. 49 

"To 

EJerclclos 9-^1^ 
(Suponte que los declmales son exactos. ) 

1. Calcula los slgul antes productos: 

(a) 0,009 X 0.09 

(b) 0.0025 X 2.5 . • 

(c) 1.2 X 120 

(d) 0. 135 X 0.202 

2. Determlna los fi^igulentes coclentesj 
•(a) 0.009 -I- 30 

(Ijj 0.015 + 0.05 

(c) 0.575 + 0.4 

(d) 2.04 + 0.008 



31 
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5» Expresa l-oa siguientes n\5inei»os como declraales: 
(a^ ^2^2, ^ 

W ^ . (e) " ■ 

5. El padre de Juan tlene un Jardln de 25.5 pies de largo y 15.7 
pies de ancho. ^Cuantos pies euadrados tlene el Jardln? 

6. Un rectdngulo tlene 14,2 metros de largo y 5.7 metres de 
ancho, iCual es su area en metros euadrados? 

7. Las dlraenslones de una, caja son 17.3 metros por 8.3 metros 
por 2.5 metros. iCual es" su volumen en metros cublcojs? 

8. iAlredodor de cuantas mlllas tlene una dlstancla de 3.8 klld- 
metros? (Un kllometro es aproxiraadaraente ^ de mlllaO 

*9* Calcula el slgulente product©: 

, . . ^'^^slete ^ ^-^slete 



9-S» Desarrollo decimal 

Observeraos mas detenldamente la expresldn decimal de los rnS- 
raeros ;?aclonales. Recuerda que ^ es el coclente de 1 Idlvldldo 
por 8. 

-0, li*^^ i 

8 ) 1. OOQ ' Resulta as! que ^ y 0. 125 son r^ombres 

para el mismo numero raclonal. 

Consldera ^1 numero raclonal ^. Todos sabemos cudl es la 
expresldn docliaal de este mimero. Se encuentra dlvldlendo 1 
por 3. 

3 ) U^^"* , efectuar la division, ipodemos saber 

ciu^ dlgltos aparecer^ en las prdxlmas 6 
clfras? ^Obtendrmos por res to cero en 
alguna etapa de la division? 

Los .3 puntos que se han escrlto en el coclente indlcan que 
«1 numeral decimal nunca tezmlna. 
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Observa nuevamente el numeral decimal para Recuerda 
que ae obtuvo dlvldlendo 1 por 8. 

0> 12500*. » 

8 ) i. 60600 . n 4. 

8 Despu^s de la prlmera sustracclon el resto 

— Sb ' es 2. 

. To "^vv El segundo resto ^s 4. 
40 3 

El tercer resto es 0. 

"10 El cuarto resto es 0. ^Puedes predeclr 

cudles ser^ los restos qulnto y sexto? 

Habltualmente tennlnamos nuestra division en el moraento en 
que obtenemos un resto 'cero. Sin embargo, podrlamos contlnuar 
dlvldlendo, obtenl'endo cada vez un resto cero y un coclente cero. 

•Es claro que si obtenemos un resto cero los restos que le 
slguen seran cero. Podrlamos escrlbir ^« 0. 125OOO.... aLi como 
escrlblmos « 0,333..., pero lo hacemos rara vez. Por consl- 
gulente, 0.125000... es un decimal cuya clfra 0 se replte In- 
def Inldamente. En la mlsma forma 0. 333- . . es un decimal cuyo 
dlgito 3- se replte Indef inldamente. 

Por desarrollo decimal queremos declr que hay un dlgito para 
cada clfra decimal. Observa que tanto el desarrollo decimal de 
^ como el de -j poseen clfras que se replten. 

E.lerclclos 9-5 para anallzar en clase ^ 

Consldereraos la ejcpresldn decimal del niSmero raclonal y 

0.142857142857... 
7 ) I.OOOOoOOOOOOO 

1. Sin contlnuar la dlvlsldn, ipuedea declr qu^ dlgltos apare- 
cerin en cada una de las eels clfras slgulentes? 

2. ' iHay un grupo de dlgltos que contlniSa repitl^ndose" indef in! - 
" damente? Coloquemos una toaira horizontal sobre el grupo de 

dlgltos que se replten.* Entdnces en el caso 0. 1 42857 i*2b^f« 
la barra algnlflca que los mlsmos digitos se replten en el 
mlsmo ordcn y los 3 puntos Indlcan que el decidual no tlene 



fin. 
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3. * Ob ten la tixpresidr* decimal do ^f* 

4. partlr de que momento reconoces que has encontrado un peri- 
od©, 03 dciclr un grupo de digltos que se repite? 

5. iHabrd algun resto cei>o si contlnuas dlvldiendo? 

6. iSe repetlrin los digltos de este decimal? iCdmo debes indi- 
carlo? . 

7. Observa que el decimal se replte' cuando el resto se replte. 
Examlna el pro cedlirJ. onto que segulmos para obtener un numeral 
decimal para 

7 ) 1.000060000060 

7 

50 Despues de la prlmera sustraccidn el resto es 3. 
^0 El segundo resto es 2* 
El tercer resto es 6. 
El cuarto resto es 4," 
50 El quinto resto es 5. 

10 El sexto resto es 1. 

7 ■ • 

"^0 El septlmo resto es 3» iEs el s^ptimo 

28 dlgito a la derecha del punto decimal el 

"To mlsrao que el primero? 
14 

6b El octavo resto es el mlsrao que el se- 
56 gundo. iEs el octavo dlgito a la dere- 

40 cha del punto decimal el mlsrao que el 

35 segundo? 

30 

Observa que los ^digltos de este cociente comlenzan a repetlrse 
cuando cualqulera de los restos anterlores aparece por aegunda 

vez, 

8* Haz consideraclones slmilares cuanda divides 1 por 37 para 

encontrar un numeral decimal para • 

De estas llustraclones poderoos conclulr que todo nijimero raolo^ 
nal puede ser nombrado por un decimal numeral en el cual o blen ae 
replte un solo dlgito o se replte Indeflnldamente un grupo de dlgl- 
toa. 



Ej-erolcloa 9-5 
EscrlUe u>i numeral decimal (o decimal) para 
(a) iA partir de que momento puedes reconocor el perlodo? 
•(b) iTlene fin este decimal? 
♦(c) iCorao deberlas Indicar que no tlene fin? 
(d) 'JiB^ algun grupo de dlgltos que se replte periodlcamente? 
.(e) iComo podrlas intji carlo? 
Escribe declmales para: 

(a) i 

(b) ^ Indlca a partir de qu^ moraento puedes 

^ , reconocer el perlodo en cada caso. Al 

' o efectuar la division observa I03 restos, 

pues te pueden dar una Idea de cuando un 
• numeral decimal comlenza a repetlrse. 



(d) 



KDcrib*> d\^cin:ale3 para: 

(a) Co) {^y'^ 

(I) (a)' f (f) ^ 

EGtudla los sigulentes nuraerales declmales y ve si puedes 
endontrar una rolaclon 

(a) Eiitre *il decimal que correspond© a y el decijnal 
quo oorrosponde a ^f* 

(b) Entro el decimal que correspjnde a y el decimal ^ 
que corresponde a etc. 

i Puedes encontrar un decimal para sin dlvldlr? 
iEs clerto que el numero O.63?)?. es Igual al ntlmero 
0.095^..* multiplicado por sletc? 

Halla el numeral decimal para el primer nilmero de cada uno de 
103 slguientes grupos y calcula los otros sin dlvldlr: 
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fa) 1 i i (d) 4. iil iil 

^v.^ 1 5 T 1 ill 927 

F* ? ITOT' "TO^y* 



(c) 



1 5 11 
^» .2^ 



9-6» Redordeo 

Supongamos que queremos encontrar un valor decimal aproxlmado 
para -j* Podrlamos querer, por ejemplo, representar este numero 
sobre una recta numerica en la cual cada segment© represent© 0. 1 
cQmo se muestra a contlnuacidn : 

\ . " ... 



2 



0 0.1 0.2 0,3 0.^ 0.5 0.6 0,7 0.8 0.9 1.0 

iponde estarla y en esta recta? Saberaos que su forma decimal es 
0,28571^... . Probablemenlje te das cuenta a simple vista de que 
^ debe estar entre 0.20 y O.30. *S1 esto no te resulta <jlaro, 
ralralo con mayor atencion. En primer lugar: 

^0.28^71^... « 0.2 + 0,08 + 0,005 + (otros declmalea), y en conse- 
cuencla, es mayor que 0.2, que es el primer sumando* En segundo . 
lugar, 0.2 es menor que 0.3j 0.28 es menor que O.3O; 0. 285 es 
menor que O.300, y asl suceslvamente. Independlentemente del na- 
mero de clfraa declmales que se calculan^ obtenemos slempre un n\i- 
mero menor que 0, 3000000. . , , Tarabl^n puedes ver que y estd 
mas proximo de »0.30 que de 0.20, puesto que estd entre 0.25 y 
0.30, y 0,25 esta a mltad de camlno entre 0,20 y 0.30." Re- 
sulta asl que y estarla sltuado en la recta numerlca en un lugar 
couK) el que se Indlca con la flecha. 

Podrlamos representar a j con mayor exactltud sobre la recta 
numerlca si dlvidl^raroos oada uno de los segmentbs en dies partes* 
IQitonces verlamos que y esta entre 0.28 y 0. 29 pero un poco 
m^s cerca de 0.29. (Es poslble que quleras exponer las razones de 
esto con mayor detalle que como lo hemos h^cho ai^lba, a fin de 
tener una Idea blen cl-ara. ) Dlremos que j es 0. 29 oon la apro- 
xlmacldn de^ cent^slmo. Llamamos a esto "redondeo de j a doft. 



ciTraa"* ^Cdrno seria y redondoado a trcs cifras? La respuesta 
00 0. 23u. 

Eote rodond«?o utll para estlmar resultados. -For ejemplo, 
supontt,- que quieres calcular el product© de 1.3^ 3.5^* Este 
products podrla sor, aproximadamente, 1 x 4 a 4 c5, 3l q-ueremos 
una estlm^oidn mas aproxirnada, podrlamos calcular U3 x 3»6 = 4»7, 
aproximadamente* 

El rodwndeo tombldn os \itll cuando se conslderan porcentajes 
aproxlraadoG. For ejemplo, si tratara de expresar que de cada 
7 fanilllas 2 tiener. perro, no serla Juloioso efectuar un calculo 
con muchas cll^ras declmales para dar la respuesta en porcentaje^ 
Utilli^iarlamos exactamente doa cifras y dlrfamos quo alrededor de 
20% de todas las famlllaG tlenen perro^ o axSn ^odrlamos redondear 
mas y dt*>clr que 30^A ^ 

Ocurrv un proMona particular cuando los ntimeros per redondear 
euLan cxactamente a mltad de oamlno entre dos n\3meros aproxlmados^ 
Per ojv^mplo, 4c6n;o se podrla redondear 3,1215 a tres cifras 
duclirialos? Los dos numeros aproxlmados son 3*121 y 3,122 y el 
uno tan^aproxlmado como el otro* Precuentemente ae usa cual- 
qulr^ra de, los dos sin notar mayor dlferencla. Sin embargo, si 
para una numa de varlos numeros se redondeara alempre al n^mero 
in^^nor, probaJblemento la respuesta resultarla muy pequefla* For 
esta ra::6n nos pondreraos de acuerdo en escoger el decimal cuyo 
ultimo dlRlto es par, Asi, en el case anterior, escogerlaiaos 
3,122 pues su ultimo dlglto es par; este n^imero es un poco mas 
grande quo el numero dado. En camblo, si el nximero dado fuera 
3, l^!!^.>, habrlamos escogldo 3,1^2 c%no aproxlinacl<5rt, pues el . 
numero dado esta entre 3*1^2 y 3*1^3* pero el prlmero, 3*1^2, 
es el que tiene su ultimo dlglto pari en este oaso hemos escogldo, 
el mas pe.|uef\o de los dos niSmeros aproxlmados^ Esto no es pBX"^ 
tlcularmente Importante en esta claae pero encontrar^s en tua 
estudlos de clenclaa que es as! como se hace, 

EJerclcicB 9*6 
1* Redondea los algulentes ntkieros a dos cifras: 

(a) 0.0551 (o) 0.0051 

(b) 0.0449 (d) 0.0193 



4 
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\ 

2, Rcdondea lo3 slgulentes r.umeroa a trea clfras: 

(a) 0.1599, (c) 0.00009 

(b) 0.0009 (d) 0.52^9 

3. ExproGa loa siwrulentes numeros como deeimales correctos a 

(a) g (o) J . 

4^ Expreaa los 3let;lenl;es niimeros como (Jeclmales correctos a 
Vina clfra: 



(a) 


7 


(c) 


2 


(b) 


r 


(d) 


1 


M 


r.t> han to 


nado las inedldas de 


xm terreno expresandolas con 



la aproxlir.acion de una d^clraa de vara larga. {En otras 
palabras, las medidas ban sldo redondeadas a una clfra 
decimal.) El largo redondeado es 11.1 varas largas y el 
ancho redondeado es 3,9 varas largas, Halla el drea, 
redondoandola a una d^clma de vara larga cuadrada. 
(b) Suponte que el largo es 11.1^1 varas largas y el ancho 
3.9^ varas largas redondeadas con la aproxJjnacldn de un 
cent^slmo de ,vara larga. Halla el irea, redondedndola a 
* un cent^sijno de vara larga cuadrada. iCuil es la dlfe- 
rencla entre est a respueata y la de la pregunta (a)? 



9-7. Porcentajes ^ declroales 

' Has aprendldo que el ntSmero -^Jj- puede escrlblrse como 51?^ 
y tamblt^n como 0,51, Leemos tan to 0,51 como ael: '*Cin- 

cuenta y un cent^slmos". Tenemoa trea expreslonea dlferentes para 
el mlsino ntlnero: 

^-51^-0.51 

que leemos: "la razdn de 51' & 100 ea igual a cincuenta y uno 
por ciento y ea Igual a cincuenta y un oent^almoa"* £n forma 
••mejante, tenemoa que 
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Tambler. • ..C » 0.; i - « i^-, y " i « = 0.60 = 60^ « 0.6. 

EJerolclos de clase 9 -7a 
1. Expr-esa como porcehtajest 4 





(a) ^ 


(c) 


23 
T 






(a) 






Expresa cono declniales: 








(a) ^5.^ 


(c) 






(b) 


(d) 






Ea un joco mas dlflcil 


expresar 


1 

^ oomo' porcentaje, pues 


8 


no es I'astor de 100. 


Sabemos 


que su forma decimal es 



0. TJ . 'Vi-i r.ar.',»ra ao oacrlblr este mSmoro es: o 12,5J^i 

^^1" 1- 

tamblen, 6 i^^Jo. En foraia semejante, 0.375 ea lo mlsmo 



q^jr 3 o 5' entonces puede ser escrlto como; 



37:- _ « V. ^ 15 ^ 3 * 5 « 3 

Ea deoir, 0.37 •^-'S Igual tan to a 37-5^ como a 

EJei^lclQS de cla«i^o 9^7b 
U Expreaa como porcontajess 

M I " (c) 

(t>) (d) 0.k75 

2. Expresa como decimal trs: 

(a) (c) 

i^) 4^ (d) ^" 

^Como encontramos el porcentaje equivalent© de ^ cuya 
«)q;>re8l6n decimal, 0.333. Be replte Indeflnldamente? SI 
<)uer«ii)08 un valor aproxlmado podemoji redondear «1 a^olmal a 

On 
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doa cirrao y doclr que 

ea aproxlmaclaraente igual a 0,33 o 331^» 

Se puotlc oncontrar un porc«ntaJe muy exacto para un terclo de la 
algulentc- maijera: 

1 1 

5 " "i ^ 



100 



33^ 



3' 



V 1 1 

Resulta aal que una expresldn ^xacta para j es 33^. 

£,?erclclos de clase 9-7g 
!♦ Exprcsa aproximadamente como porcentajes: 

10 



(a) ^ 



(c) 



2 



rbtia-'-s-j lor. porcejitajcs Ue arriba con mayor aproxlmacidn, 
.^'JorriO Gv- px.odc oxpresar como fraccldn sS^yK? 



1^ " "TSD" 



- (200 1 X „ 2 



EJerclclos de clase 9"7d 
:*:xpr^:^sa corio fracclon los slgulentes porcentajes: 



(a) '''-y- 



(c) • 

(d) 125i?S 



* 

KJerclcloB 9-7 

U Copla la sl^ulente tabla y llena los nombres de los niimeros 
que Taltan. La tabla completa puede " ayudarte en las lecoiones 
* futuras. 



Fraccl<5n 
forau mas simple 


* Glen to 
como denominator 


Decimal 


Porcentaje 


(a) ^ ■ 




0.50 


505^ 


Mi. 








(<=) 









Friicclon 



Clento • 
- corao denominador 



BeclmaX 



0..20 



Porcentaje 



(r) 



(h) 



60 
W5 



0.35. 



(!) 



70 
1^ 



0* • * 



/SO 

-V*- — 



(1) 



0. 10 



90^ 



(o) 



300 
TO 



:s7 



(p) 

(a) 



0. 375 



(r) 



62,5 



(3) 



0.01 



(t) 



4 * 



(u) 



ioos^ 



(v) 
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3. 



forma mas slmplte 


i 

como donominador 
— — — 


Decimal 


Porcentaje 










(y) 


64 
100 






(2) 




0*005 





Dlbuja una rtcta riurr.(5rica y marca en ella los puntos que corres- 
:)or;dor. a Idc porv^^vr.taJeG en el problema 1. 
tlllr:ai:clo paf-*l cuadrloulado, .dlbuja un cuadrado grande que 
contoni^:a• 100 cuadrados pequ*erios, Sombreando en forma con- 
vonl«?nte, Indlca los porcentajes de las preguntas (b), (d), (1), 
(p) y (s). 

oQuo fraccidn on su I'oima simpllflcada es otro nombre de 
(a) $2^'? ^ (b) 90^? (c) 120^? 

Da los no.T.brec ore en tu ales para los siguientes numeros: 
15 ' X 19 



(a) 



is 



Apllcaclones de los pQi*contajes 

porc^^ntaje:: us^xn or* la-vida <iiarla para expresar razones 

do cantldades num^rlcas, Es Importante que comprendas la notacldn 
. de porcentaje, aal como tamblen que puedas calcular con suflclente 
*aproxlmacl(5n las operaclones entre n^eros Indlcados como porcen- 
tajea. Veamos algunos ejeraplos en que se uaan los porcentajes. 

. Ejemplo n Suponte qye una f amllla tlene un Ingreso eoiual de 
^^*5Q<J: (despu^s de deduclr los Impuestos), El preaupuesto de la 
. faipllla Incluye una partlda para aliinentoa de del preaupuesto. 

i,Qu^ cantidad de dlnero se destina para allmentos durante el afio? 
^'iPuedes responder a esta pregunta sin utlllzar papel ni laplz? SI 
puedes, hazl<J, ^ -iomprueba luego con los resultadoa que slguen. 
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Dosarrollar.f-js v>atc -.1«Jinplo ei. la I'orma quo .tiene para llustrar 
un mdtodc- .jue utili2ar<ir.0D luego en proWemas mas dlf Idles. 
Sabomor. q\i'« '>5r/ es Ifrual a -^j entdnces, si x represent^ 
ol mimuru d:- d6iarv*c dostlnados 3 allkentos, tenemos que 

k 3C A ' ' 

Para encontra:- x ucan;oD la propiodad^ 1 la Seccldn 9-I, 
la ouai noc aicv que* ^ 

^ = entonces ad = be. 
Por (-.I'Mnpi.., -'Kto slenirica que 

sl -tt: = entonces 6 • 15, = 9'» 10. 
10 o 



si = 4 entoncos 5x = ^1,500, 



Asl, eti liuostro cjemplo, 

Por 10 tanto, x ^ -^^^ = 1,^00, y 1,500 sera el numero de 
aolai'uj iXiv 3v pueder* gastar en allmentos. 

E.^'m ; r»lo Suponte que el Ingreso anual de la famllla del 
«:'Jonpl;,> 1 ^H,r' 0 de lo cual gasta 325^ en allmentosi Kti- 

toncv?c sl X representa el numero de dolares destlnados a all- 
men toa, tonoraor. que 

X . 32 

Utllinanao la propledad 1, tenemos 

lOOx = 32(^,560) « ll»3,920 ■ 

X = 1,459.20 

Por lo tanto, el monto destlnado a allmentos serla 4l,459.20, 
que es un resultado muy proximo al de la respuesta del ejenrplo 1. 

EJemplo 3. iCudnto por <jlento de 1,59^ 900? ^Puedes 

encontrar la respuesta a esta pregunta sin emplear el laplz? Ea 
un poco mas dlflcll que el ejemplo 1 pero puedes resolverlo men- 
talmente.' Aqul es Igualmente iStll el m^todo que hemoa usado 
anterlormente. Sl x?^ representa el porcentaje de 1,500 que 
es 900, tenemos que 

X 

"TO 
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Nuovan-.iite, usando la propiedad 1, tenenos q.ue 

1,S00x = 100(900) = 90,000 



9000 0 V, 



For lo taiito, 500 '.O70 do 1,500, 

B:jomplo Suponte que una farallia tiene \xn Ingreso anual de 
4'»,^)60 y paga por alquller de una. casa, ^77. 00 al mes. ^Que por- 
centajo do su lng:reso gasta la famllla en alquller? En primer lugar 
el alquller anual s\jra doce veces maiyor que el alquller niensual, es 
declr, :$92-i.00. SI xl representa el porcentaje que de 4,560 es 
924, tonemoG, cotho antes, quo 

y, ucando nuevar.ento la propledad 1, resulta que 

4,560x = 100(924) 
' - 4,:>60x = 92,400 

* 'x = « 20. X . . 

Kntonoos as alrededor de 20^j cs declr, que alrededdr de 20^ 

dol Ingroso de la ramllia se gasta en alquller de casa. 

Kjomplo ^. Un anunclo dice que se puede comprar a plazos una 
"^blclcleta pagando Iniclalmente ^l4.70. El ccmerciante dice ademas 
que este pago os • 25.^ del preclo. iCuanto cuesta la blclcleta? 
Si ol preclo de la biclcleta es x ddlarea, quereraos detemlnar 
X ' de tal modo qu<? 

J1V70^25^ 

X 

Antes do calcular x con cxactltud, debemos estlmar su valor. 
Pespues, para encontrar, un valor mas aproxlmado, \JSajnos eJL mlsmo 
in(?todo que hemos apllcado anterlormente": 

100(14*70) = 25x . ■ 

eato es, 

= x= 58.80- ■- •' 

EntQncos el preiilo debe eer J^sS^SO^ 
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I 

Comislonea ^ doscuentos 

Los vendodoros frocuontemente reclben su pago en forma de 
comislonoa on ves do- sueldo, Un vendedor de llbros reclbe una 
comlnlon de Z\t del precio de venta de los libros. SI vende ' : 
IJbros por :$60.00, su comislon es 25% de $60.00, ea declr 

Deflnlclon. Comlaldn es la cant! dad que se paga a un ven- 
dedor por sus servlclos, Frecuentemente se basa en un por- 
contaje del precio de venta. 

Algunas veces los GoraerGlePites venden sus artlculos con un 
doscuonto . Durante una llquidacldn de rnercancfas, un anunclo 
decla: "Sewonden todos los gabanes con 30^ de descuento". 
Un gaban cuyo precio esta marcado en $70.00 se vendera con un 
descuento de 30^ de $70.00, es declr, $21,00. El precio de 
venta (a vec^^s ^lamado precio net o) e? $70,00 - $21.00, es 
declr , $49.00, 

DeYlnlcldn. - Descuento es la cantldad que se resta del 

precio marcado, 

Definicidn. Precio de venta o precio neto es el precio . 
marcado menos \el descuento, 

EJerclcios 9~8a 
En los probleraas slgulentes puede ser necesarlo redondear 
algunas respuestas. Redondea las respuestas referentes a monedas 
con la aproximacldn de un centavo; y las referentes a porcentajea 
redond^alas a percentages expresados como raimeroa cardlnalea. 
1. En un examon hay un total de 40 problonaa. El maeatro 

aslgna Igual valor a cada uno de ellos y da laa calif iQaolonea 
en porcentajes, ^euantaa respueatas correctas Indloan laa 
slgulentes callflcaclones? 

(a) ioa;« ' (c) 50^ 

(b) 80^ (d) 65^ 

.2,. Al calirlcar los eximenes menclonados en el problem^ 1, 4qu4 
• porcentajea aslgnarla el maeatro a los algulentea extoenea? 

(a) r Todoa los problemaa abordadoa pero 10 de laa reapuea<r 

tas eatin mal. 

(b) 36 problemaa abordadoa y todaa laa reapueataa aon 

* 1 J • ♦ 
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correctas* 

(c) 20 problemas abordados y t respuestas estan mal. 

(d) Un pr^oblema no ha sldo contestado y hay una respuesta inal# 
SI el Impuesto a las ventas en cierto estado es 4^ del precloj 
iciaanto ge .recaudarla por impuestps en las siguientes ventas? 

(a) Un traje vendldo por ^17* 50* 

(b) Una blclcleta vendida por 4^9* 50* 

Un agente vendedor de casas reclbe una comlsldn de por 
cualquler venta que haga* ^Cuanto reclblrla de ^o^fiBi^Sn al — - 
vender una casa por ^17^500? 

El agente vende^pr del problema 4 aspira a ganar anualmente en 
comlslonos por lo menos ^^^^OOO^ iGubX deberia ser el total ^ 
anual de sus ventas^ para consegulrlo? 

Un vendedor de asplradores de polvo gana una comlsltSn de ^25^50 
por cada naquina que vende/ SI el preclo de venta de una maqulna 
es $85*00, ^qu^ porcentaje reclbe de comlsldn el vendedor? 
Algunas veces el porcentaje de la comlsldn es muy pequeflo*- Los 
vendedores de maqulnarla pesada frecuentemente reclben una 
comlsldn de rjiS, SI en un aflo uno de estos vendedores vende 
do3 maqulnas, una por ^^58,000 y otra por 482, 000, ^tlene 
un buen Ingreso anual? 

Una tlenda de artlculos deportlvos anuncla una l*iquldacl<5n de 
accesorlos de futbol. El descuento es 275^. 

(a) iCuanto costarla una pelota de fdtbol que estuvlera mavcada 
con un preclo de ^5*98? 

(b ) iCuanto^ costarfa un ca3Co cuyo preclg mninr-arin f^iAaa - 

En una escuela de primer clclb^secundarlo hay 380 alumnos del 
a^ptlroo grado, 585 alumno^ del octavo gra4o y 352 alumnos del 
noveno grado. 

(aO ^Ouantoa alumnos hay en la escuela? 

(b) ^Que porcentaje del total del alumnado esta en el septlmo 

* ■61 

grado? 

(c) ^Que porcentaje del alumnado esta en el octavo grado? 

(d) iQuis porcentaje del alunmado esta en el noveno grado?* 

(e) &Cual es la suma de los numeros de las respuestfiDs a 
(b), (c) y (a)? ' ^ 

El seAor Martin -lleva una cuenta de lo que paga su fcuAllla por 
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♦ inipufesto en las compras. Al final del aiio encuentra que el 

total cto impxiesto asclende a 49^*^ ®^ ailo). - SI el por- 

etii-taje del Impuesto es 4^, ique cantidad gaatd la- farailla 
Mat tin durante el arXo*en ar'tlculos gravados con Impuesto? 

It. El so:ior Gutierrez soliclto a su banco un pr^stamo de ^1,000 
proraetiendo pagarlo en un afto. El banco le cobra un 6^ de ^ 
los $1,000. Ssto se llaraa el "tlpo de interes". iQue canti- 
dad tiene que pagar por Intereses? Si devuelve el total del 
"p'r^stamc al final del arlo Juntamente con l"os intereses, i<m4 
cantidad patga? 

Vd, SI serior Palacios obtuvo en su banco un prestamo por valor 
de Al final del ario paga al banco ;J2,140. ^Guil ^ 

ea el tlpa de interns? iQue porcentaje es $2,140 de $2,000? 
XJn bono del ^^oblemo cuyo costo es $18.75 vale $25.00 dlez 
auos despues de su compra. ^En qu^ porcentaje sublo 3u valor 
durante esos dies arios? iCual fue el porcentaje medio de 
aumento por arlo? 

14, El impuesto por la venta de inrauebles es de $12 para una 

casa tasada en $1,000j $24 para una casa tasada en $2,000j 

para una casa tasada en $3,pOO. oQw^ porcentaje del 
valor de las casas es, en cada caso, .el total del impuesto? 
A base del mismo porcentaje, ^a cuanto ascenderla el impuesto 
por la venta una casa tasada en $25,000? 
•15. Una tlenda da ^01^ de descuento por compras al contado mas 
' de de3cur.fnto si la compra se haoe el lunes. Es declr, 
^■~3"i un' l:iiente~Gbmpra un artf culo"~cuy6""precio es $ VOO 'y~pag8r 
al contado-ae costara $100 - $10 » $90* Aderaas, si hace la . 
compra un lunes, recibira 5J^ de desouento adlclonalj con 
lo que el preclo neto sera ^85.50, puea el 5% de 90 es 
4*50 y 

90 - 4. 50 - 85. 50 ' 
Suponte que el 55^ de deacuento sobre $100 se haya calculado 
primero y que luego se haya rebajado el otro TOJ^. iSerfa el 
precio neto final elmlsmo que antes? ^Darlan el mismo re- 
* * 9uX.tado final estos dos nJ^todos de o^^culo del preclo neto 
para un artlculo cuyo preclo .eq $200? iPor qu^^? 
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♦16. En clerta tlenda los cllentes pagan un Impuesto de Zf y se 

lea da un 10,^ de descuento por compras al contado. Es declr, 
3l el cllente compra un artlculo cuyo precio de llsta es ^lOO 
y paga al contado, le cuesta solamente was el Impueato, 

q sea $91.80, puea 2^ de $90 ee $i.8o. Suponte ahora que 
el impuesto fuera calculado sobre $100 y luego el 105^ de 
descuento. ^Resultarla Igual el oosto neto? ^Por qu^ si o por 
qu^ no? >^ 

*17. Un cllente de la tienda del probleraa 15 suina los descuentos y 

plensa que, pagando al contado y slendo lunes, debe reclbir 15?^ 
de descuento. Si tal fuera el case, deberla pagar , $85,00, en 
. lugar de $3^,30, por el artlculo raarcado en $10pC' .iCdmo 
podrla explicar el cobrador de la tienda al cllente que el ca3 - 
culo debe hacerse como en el problema 15? 

Oso de los porcenta.ies para comparaclones 

En el problema 1 de los Ejerciclos 9-7, algunos ^e los por- 
centajes no eran enteros. El ntlmero ^ esorito como porcentaje. 
es 12^» Has aprendldo que ^ puede leerse de 1S6". Los 
decimales se usar. frecuentemente en los porcentajes, por ejemplo, 
0.756. 

0.7^(0.7 15«) - 0.7 X ^ - ^ - ^ « 0.007 

Todas estas expresiones son nombres para el mlsino ntamero. SI 
quereraos calcular 0.7^ de $300, t^nemoa que determlnar x de 
tal mo do que 

_ .3051-.^^^-^-. - -^^^.^1 

lOOx .« 210 ' X = 5O0(O..0O7) 

X . 2. 10 ($2. 10). ' X - 2. 10 ($2. 10) 

0,7^ es raonor que 1^. Como Ij6 de $300 ea $3.00, la res- 
puesta $2.10 es razonable. 
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Suponte que queremos detertnlnar el 2.3^ de ^500» 
2.3^ » 1^ « «• 0.023. Calcula el n\imero que te de 

^« 0.023 

X « 500(0.023) 
X = 11.50 (4l1.50) 

El prorrateo de bateo de un Jugador de belabol se obtiene 
dlvldlendo el numero de ^atazos Indlacutlbles que conecta per 
el numero de veces que le toca batear. La division se efectua 
generalmente hasta las mlleslmas. El prorrateo de bateo ae puede 
consldeJ*r.r, pues, corao un porcenta.le expreaado con la aproxlma- 
clon de una declma. Si un Jugador conecta 23 indiacutlblea en 
un total dc 71 veces que batca, su prorrateo ea ^» 0.324. 

Algunas veces se piden las respuestas con la aproxlmacl6n de 
una declma de uno por clento. Un maestro da I63 calif Icadones, 
de las cuales 35 son B, Podrla preguntarsele qu^ porcentaje 
de sua callflcaclones son B. Debe entonces calcular el valor de 
x de modo que = 

X - ^ • 100 l63x « 3,500' 

x « 21.47... X « 21.47... 

En la Seccldn 9-6 has aprendido c<5mo redondear declmales. 
SI se pide la respuesta con una aproxlmacldn de una declma de 
uno por clento, 21,47... debe aer redondeado a 21.55^. 

PorcentaJea de creclmlento y decreclmlento 

Los porcentajea ae uaan para Indlcar eX oredmlento o decre- 
clmlento de alguna cantldad.. Supbnte que una dudad tenia »n el 
afto 1950, una poblacl<5n de 32,000 habltantea (redondeada con 
la aproxlmacl<$n de un miliar)^ SI la poblacl<Sn ha aumentado a 
40,000 habltantea para el afto i960, icuil ha aldo el porcen- 
taje de creclmlento? ^ 



X _ 2.3 . 

3C?y " TOT ^ 

lOOx «. 1,150 

X = 11.50 (411 'SO) 
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40,000 
- 32,000 

8,000 (creoimiento real) 



8000 



X 



X 

800000 
32000 



X « 25 

Ha habldo un crecimlento de 25S^» 
pbserva que el porcentaje de crecimlento se obtlene con^apando el 
ct^clmlento real aon el niSmero que representa la poblacidn anterior. 



t,000-"» 




Lo3 40,000 habltantes se componen de 32,000 hablt^tes 
(100:«) mas el Incremento de 8,000 (255^). Enton^s, la poblacidn 
de 40,000 habltantes en i960 ha sldo 125?^ de la poblacidn de 
32,000 habltantes en 195O. 

Suponte que otra cludad tlene una poblacidn de 15,000 habl- 
tantes en 1950. SI 3u poblacidn en i960 era de 12,000 hi^l- \ 
tantes, icual es el por^entaje de su decree Iml en to? SI x rJbre- ) 
senta el porcentaje de decrecimlento, entonces ^ 



15,000 

- 12.000 ^ 
3,000 (decreclmlento real) 



300» 



X 

100 
20 



3000 



Hay un decreslmlento de 20^, 
Observa que cl decreclmlento de la poblacidn tambl^n se encuentra 
comparandc el decreclmlento real con la poblacidn anterior. 
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Kl niimero 12,000 es la diferencla entre 15,000 (100^) 
y el decrecimlento de 3*000 (20S6). "Entonces la polilaci6n de 
12,000 habitantes en I960 ha aido el 80?^ de la poblacl<5n 
de lt>,000 habitantes en 1950. 

SI los alqulleres en una casa de apartamentos han autnentado 
5J6, todo Inqulllno puede calcular au nuevo alquller. Suponte que 
un Inqulllno paga ^80^ 'iCuinto debe pagar de alquller despu^a 
del aumento? SI x repreaenta el aumento en ddlarea, entoncea 

^ - * 

X a ^ (El aumento fue ;f4,00. ) 
El nuevo alquller sera ^80 + « ^QU, 

EJerclclos 9*8b 

1. Un maestro en una escuela secundaria de primer clclo tlene 
176 aluranos en sua 5 clases. Las calif Icaclonee semes - 
tralea de los aJumnos se dlstrlbuyeron de la slgulente manera: 
A, 20; B, 37; C, 65; D, 40; E, 14. 

(a) iQu^ porcentaje de los alumnos reclblo la callflcacldn 
A? (con la aproxlmaclon de una d^clma. ) 

(b) iQu^ porcentaje de los alumnos redbld la calif l.cacl<$n 

B? 

(c) ^Qu^ porcentaje de los alumnos redbid la oallflcaolon 

c? 

i^) iQu4-po^ rc e n taj e -de -loa -aitmmos rectbliS la-callf IcaclxSn ■ 
D? 

(e) 1^4 pox*centaJe de los alumnos reclbld la caXlflcacl6n 

s? , ■ . 

(f) ^Cudl es la Bwna de las respuestas a las preeuntao (a)> 
(b), (c), (d) y (e)?' iPermlte esta auma ooinprobar laa 
respuestas? 

2. El peso de Roberto ha aumentado^ durante el afio esoolar de 65. 
llbras a 78 llbras. iCudl fue el porcentaje de aumento? 

3. Durante el mlsmo atlo, la madz*e de Roberto rebajd de peso de 
160 llbras a 144 llbras. jCuil fue el porcentaje de dla- 
mlnucldn? 
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El aluim&do ufta oacucla secundaria de primer clclo era 
\,2>*0 en En 190O el nuraero de alumnoa aumentd en 

;Gual i\ie el mimero de alunmoa en 196O? 
Mdlria gano $l4.C0 duranpe el mea de agoato, pero en setlembre 
gand 3<51o $9oO. lOiil es el porcentaje de dlamlnucidn de bus 
gananclaa? 

Un vendedor de maqulnaria peaada ha ganado una comlsldn de 
^4,3-30 por la venta de una maquina de $970,000, 
(a) i^JiQ porcentaje de comlalon se le pag6? 
\b) iCual aera au comlalon por la venta de otra maquina de 
|8n?,-00? 

La -.'atatura de Jaime era de 3 plea en aetlembre. En Junlo su * 
eatatiura era de 5 plea 5 pulgadaa, Ambaa eataturaa ae han 
medldo con la aproxlmacl<5n de una pulgada. iCu^l es el porcen- 
tajo dc creclmlento de au eatatura? 

iReouerdaa cuanto raedlaa al c^menzar el aiio eacolar? lY ahora? 
iSabes cuanto pesabaa al comlenzo del ailo eacolar? ahora? 

(a) iCual es «l porcenttije de creclmlento de tu eatatura desde 
aetlembre del alio paaado? 

(b) iCual es C'l porcentaje de aumento de tu peso deade setlem- 
brv' del aflo paaado? 

Un Jutradcr de belsbol llamado Sanchez ha conectado 25 India - 
cutlbles -Jn 85 tumos al bate. Otro Jugador llamado Sosa 
conectd ^2 Indlacutlblea en las 143 veces que le toc<5 batear. 
(a) ^Cu^l es promedlo de bateo de cada Jugador? 
,*4v) iCual de loe doa Jugadores tlene mejor record? 
Una escueia elemental tenia 790 alumnoa en setlembre de 1935. 
En aeta^bre de 1959 ^1 numero de alumnoa era 1,012. ^Cu^l 
ha aldo el porcentaje de creclralendo del alumnado? 
El prlmero de aetlembre la madre de Roberto pesaba 13O librae* 
IHirante eae mes ou peso dl8mlnuy<5 en 15J^, Sin embargo, <^rante 
el mes de octubre su peao aumentd en 15Ji» ^Cu^to pesaba el 
prlmero de novlembre? jTe aoiprende tu respuesta? jPor qjx4 
al 0 por que no? 

Suponte que en el problema anterior, el peso de la madre de 
, Roberto aument<5 en 15^ durante el- mes de setlembre y dlsmlmayd 
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en 155^ durante el mes tie octubre. ^Serla la respuesta Igual 
a la del ultimo problema? ^Puedes comprender por qu^ si o 
por qa4 no? Comprueba tu respucata haclendo el calculo. 

Dos metodoa para re solver problemaa de porcentajea de crecimlento 
£ decreclmlento 

En la solucidn de los problemaa que contlenen porcentajes de 
crecimlento o decreclmlento, ee pueden utlllzar doa m^tddoa. 

SI el preclo de la mantequllla aumenta de 80 centavoa por 
libra a 92 centavoa por libra, icudl es el porcentaje de aumento? 
EL m^todo que has utillsado ea 92^ - 80^ » 12^ (aumento). SI 
12 ea X por clento de 8o, entonces 
(i 12 X 

12 

X « 100 ♦ -gjj^ 
X » 15 

Ha habldo 15S^ <ie aumento. 
Mediant e otro m^todo ae puede calcular qu4 porcentaje de 80 
centavoa son 92 centavoa, Gomo 92 es mayor que 80, entonces 
92 ea maa que el 1005^ de 8o. SI 92 es x por clento de 80, 
entonces 

92 X 

X a 100 ♦ 

X » 115 

Eato slgnifica que 92 centavoa son 11 55^ <Je 80 centavoa. Si aa 
austrae \00^ de 1155^, reaulta el porcentaje de aumento, o aea 

En cierta cludad el cuerpo de bomberoa extlngul|6 160 In- 
cendloa durante 1958. Durante el aflo 1959 «1 ntln^ero de In- 
cendlos baJ<S a 120. iOudl fue el porcentaje de deoreclmlento? 
Moatraremoa doa miiheraa de reeolver eate problema* Utlllaando 
un m^todo, enconiramoa qu^ porcentaje de l60 ea la dlferencla 
(160 - 120). Utllizando el otro m^todo, hallamoa q«4 porcentaje 
del ntimero rfe Incendloa del primer alio ea el r %ero <te Incendlos 
del a!lo min redente. Eate.poreentaJ^ se oompara luego con el 

■ 53 . 
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100:8. Si 120 ea de l60, entonc^a 
160 .120 w 

40 (Incer.dlos menos) w » 100 • 455- 

160 

w « 75 
100^ - 755^ = 2556 

El Ultimo nuRiero do Incendios fue 755^ del niimero anterior. Hubo 
un decrecimiento do en el numero de incendios extinguidos 

durante Vj^yj con re spec to al numero de incendios apagados en , 1958. 

I* 

Si 'tO es X por clento de 160, ^ 
entoncoa 

40 ■ X 

* TO" plecrecimiento de 2^ en 

X « 100 ♦ -iSn. n\amero de incendios extingwidos 



X = 2^ 



^ durante. 1959 con respecto al niS- 

mero de incendios s^agados en * 1958. 

Naturalmento, las rcQpijcstas deben resultar iguales, 

EJercicios 9«Bc 

En cada uno de loa primeros cinco problemas, calcula el por- 
centajo d^? crecimlonto o decreciraiento por loa dos m^todos antes 
indlcados. SI es neceaario, redondea loa porcentajes con la aproxl- 
macidn de una d^cima de uno por ciento. 

1. En una escuela de primer ciclo secundario las liatas de loa 
alumnos ausentes del aeptlmo grade durante la seroana arrojan las 
siguientes cifras: 29, 31, 32, 28 y 30. La slguiente semana 
las ausencias fueron 22, 26, 24, 2f> y 23. 

(a) ^Cudl ha sido al ntSmero total da faltas de aalstenola 
dlaria de los alumnos durante la pr4iaera semana? 

(b) ^Cual ha sldo al total durante la aagunda seniana? 

(c) Calcula el po»centaJe de crecimlento o decreclmlento del 
ntimero de faltas de aalatencla diaz^a da los alumnos* ^ 

2. El .prin^r dla de clase de una esouela de primer ololo aeoundarlo 
concurrleron 1,050 alumnoa. Un mea dei^u^a, el alumnado era 
de .1,200 oatudlantea. jCuil fue el porcentaje de crecimlento? 
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Clorta acrcana el ingreso somanal dc-1 comedor escolar fye de 

0. La olfe';i.ionto semana el Ir.grciso fue de 4^*2>3. i'Guai 
fuc- el {-orcontajo do decroclmiento? 

Hormalrer/oe durante los prlneros sels meses los bebe^aumen- 

tar. dc ,p'^s;o en un 100?^ del peso que ten! an al nacer. 

(a) iO\i6.1 sera 2l peso de un nirio de sels meses si al nacer 
pusa 7 llbras 9 onsas? - . 

(i ) Suponto que el beb^ de la preguntajta) pesa 17 libras 
a los sels meses de nacido. iCual es el porcentaje de 
3u -croclTalenco? ' , ' 

liuraiico ol a;.o una famllia gastd .fl,'490 cn alimentos. 

En \'y ' la r-isr.a famllla-gasto $1,9!>0 en alimentos, iO^bI 

fuc el porcentaje de creclmienljo del dinero gastado en all- • 

raentoii? ^ 

Uii cor»'-'i*ciar.t.e habla encontrado que durante el aiio 195^ ^1 
total dv'las ven'tas estuvo por debajo de lo normal. Anuncio^ 
cntoucos a sus empleados que durante 1959 sus sueldos se 
redubirlan en aO;^. Sin embargo, el coraerclante observd al 
final de 19S9 que las ventas hablaifi alcai^.zado su nivel de 
1>,7. Anuncld entoncos a sus empleados que durante ' 19^0 

iriwn un aumento de sueldo de 20% sobre lo que percl- 
: la:, en 

(a) iCual de- las slguientes proposiciones es cierta? 

(l) Log Guel''o5 de 19*30 eran los inlsraos que los de 
195^. 

(L') Los suoldQS de 19/0 eran menores que los de 1958. 

(5) Los sueldos de 19*^0 eran maybres que* los de 1958. 
(O Si tu respuesta a la ppegunta (a) es la proposlcidn (l), 

Justiflcala. Si tu respuesta a la pregunta (a) es la 
\>{iroposlci<5n (2) 6 '(3), expresa los ..sueldos de i960 

como"~C?r''pbrcentaJe de Ids' sueldos de 1958. 
En. una fabrica de automdvllea se supone que el n\Smero de carros 
quQ sal en di^rlamente de la seccidn de montaje asolende a 500. 
Una semana la fabrlca tuvo operaclones normales el lunes* El 
martes hubo una interrupcldn corao consecuencla de la cual se 

♦ 

rc^dujo el ntimero rte carros montados a 425 ^*se dj!a# El 
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TOl^rcolea la fabrlcacidn volvid a su ostado normal. 

(a) ^ ?Cual .fuV^el porcentaje de decreclmlento do la produccldn 

el" Kiartes con;parada oon la del lunes? 
(h) -<.Cual fue e\^porcentaJe d^ creclmiento de la produccldn el 

xnl-it'coles Gomp^fada con la del tnartes? 
ta) Un vendedor reclbe 6.^ de comisldn ffobre.-wn artictalo -que 

vende por '"$1,000. iCual es el Import© de su comisldn? 
.(b) J Un banco recibe 6^ de Intereses aj^uales por un prestarao 
. -^^ ^1,000.» iCuanto recibe en Intereses? 

(c) ^ Kl lmpue3ta>ir€i las Joyas es 6^. • ^Cudnto se paga de Im- 
^ puesto por un cgllar de perlas qu^' cuestfa * if 1,000? * 

(d) iltiedes encontrar alguna relacion entre^-' (a), (b) y (c)? 
.(a) Un artlculo- se vende con 5^ de descuento, SI el preclo 

^ marcado es $310,* ipor cuanto debe ye'nderse? ' > 

(b) Una aldoa tenia i*ia pc^lacldn de^ 510 habltantes el pri- 
ni'jro de enero -?le 1958. La poblacldn dlsmlnuyd en un 5% 
durante los sigulentes dope meses. iCu4l1 era la poblacldn 
el prlijiero de enero de 1959? j 

(c) Un hanco concede un pr^stamo de $516, y.eh vez de cobrar 

^ perlddlcamente los Intereses, como 'es costumbre, descuenta 
cip la cantldad prestada el^ 5^ por adelantado.' Es decist^ 

. da ai cllente $510 menos 5^ de, $510 al eomlenzo del 
arte, con el compromise, de j^u© ^ste devuelva los 1510 
Gompletos al final del ailo. ^Cuanto recibe el cliente al 
coraien20 del afio? . ' 

(d) iPuedes encontrar alguna relacion entre (a)| (b) y (c)? 
'oCual fue el tlpo de interns dej.. problema 9U) anterior? 

(a) El sefior Lopez pagd $210 por impuesto sobre la gasolina 
durante un afio. Si el impuesto sobre la gasolina es 51^, 
icuinto gas to en gasolina? 

(b) El seftdr S0S4 pagd $210 eomo prlmera cuota del page de 
una maquina de,. lavar que comprd a plazos* SI eota suma es 

-el 51^ del costo total, ^otianto le costd la mSqulna? 
'(c) La poblaOldn Infantll de \ma aldea es 315^ de la pobla- 
cldn total. Si hay 210 niaos, icu^tos habltantes tlene 
la aldea? * 
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(d) oor.erclante gana 31^ en la venta de un artlculo cuyo 
precio es ;$^10. iCual es su ganancla on ddlares? 

(e) iPuedes encontrar alguna relacldn entre (a), ("b), (c) 

El cot rador do los Itnpuestos sobre la renta inveatlga el pago 
d^ Impuestos del sefior Lopez, menclonado en el problema 11(a). 
Encuentra que el sexlor Ldpll mane J a un Volkswagen que rlnde 
alrodedor de jjO rdllas por galon de gasollna," y que, ad,emas, 
va a pie a la oflclna. 

(a) SI la casollna cuesta ^0.30 por galdn (incluyendo Im- 
pi:testos), ocuantos galones compra el serlor I*dpez? (Utl- 
liza los dates del problema 11(a)). 

(b) iQu^ distancia puede reeorrer coi esa cantldad de gaso- 
lina^ 

(g) iQue distancia media recofre por dia? 
(d) 6,Por que si cobrador de impuestos Investigd el pago del 
sof.or Ldpez? 



Capltuio 10 

PARALELAS, fAHALSLOGRAMOS, TRIANGULOS 7 PRISMAS RECTOS 



10-1. 1)03 reotas en un piano 

Desde epocas muy antiguas, per lo menos 4,000 aftos a.^ J. C. . 
la geomotrla ha ejei'cldo Influencla en el raodo de vlvlr del hombre. 
Las tabllllas de arcllla eacrltas en Babllonla hace unos 6,000 ailos 
manlflestan que los babllonlos sablan calcular el area de un campo 
rectangular, usando la tnlsma relacidn que has aprendldo en el 
Capltulc 3« . , 

La fc*rai:. plranidc* de Glza, en Efelpto, fue construlda alrededor 
dc 2,900 a::oo a. de J.C. *La construccidn de* ^ata plr&nlde y de 
otras, nuestra que 'los egipcios tenlan ampllos conoclffiLen1;os de 
geomotrla. Sus raanuscritos de hacla el aRo 185O a. de J, C. .'r«^- . 
velan que entonces lofi egltSc^ba estaban desai^rollando regl£03*geo-.x 
m^trlcaa. Una de ellas era la regl a ^general, para determlnar el 
area do ua trlangulo, que discutlremos despu43,' en este^capltuioV',; 

Cuando un raatemdtlco comlensa una Investlgacldn, ^habitual - 
mente emplesa con un caao muy simple. Cuando llega a la conclus'lcSn 
du« que comprendo t len ese caso, ,procede ^ anallzar probleraas m^'s , 
GoraplloadoG. A fin de consegulr una buena Intulcidn de las rela- ■ 

♦ * ~ ^ 

clones ospaclales, comencemos estudlando algo, m^s *3obre las f Igupaa " 
fomadas por dos rectas. ' * 

La rigura 10-1 -a muestra que la Interseccldn .de ias rectas' 
*1 ^ ^2 P"'^^*^ A. A?' y A? son rayos sobre ig. (Re- \ 

cu0rda que AB slgnlflca el rayo .que tlene por extreme el punto 
A y contlene el punto B. ) AE y AD son rayos sobre i^. 




Plgura 10-1 -a 
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Observa que cuatro angulos formados por los rayos de^l% 
flgura 10-1 -a: angu\o ,BAE, angulo BAD, angulo, CAD y. dngulo 
CAE, Dironoc quo son los angulos formaclos por y ^ 
este c^Itulo, pues, nos referlremos a dos rectas .que i^ter^ 
secan y detemlnan ,asl ouatro angulos. 

Ob3erva los angulos CAD y DAB. Estos dos angulos tlenen 
un rayo en comun, AD, y un vertlce en comun, el pun^^o A. Dob an 
gulos cualesquiera que tienen un rayo y un vertlce en com\in, y 
tuyos interiores no tienen nlngun punto en coimSn se llaman angu- 
los adyac-er^tes. ( Adyacentes signlflca, "veclnos". )• En cdnsecuen- 
cla, los dtigulos - CAD y DAB son adyacentes. iHay mas pares 
de angulos adyacentes en la figura? SlT-vJ^AB y BAE, BAE y 
EAC, y SAC y CAr, son pares de angulos adyacentes.^ 

iSon adyacentes los angulos BAD y EAC? No, i'no lo sonl 
Pero anrbos estan forraados por rayos de. las dos reotas V^z* 
En t-ste capltulo, cuando decimos rectas, nos referlmos a llneas 
rectas. lliir.itadas en ambas dlrecclones. Cuando dos rectas se 
Intersecan, los dos pares de angulos no adyacen^tes fcTnados por 
t-sac rectac- se llaman angulo^ opuestos £or el v^rtloe. . Los an- 
gulos * 3AE y CAD son, pues, opuestos por el vertlce. 

Sti la figura 10-1-a, considera-la recta BC que contfene 
loi rayos" ^ y a5. Recuerda^ue en el Capltulo 7 Has apren- 
dido quo si*colocas un limbo graduado con y^Etice en A 'de 
maV.ora que AC ^ sea el rayo que pasa por cero, entonces * AB 
* co.rresponde al' rMmero ' l8cJ en ei limbo graduado. 

Una roota divide al piano en dos semiplanos.* Bi la figura 
lO-1-t, se Tnu*.>stra un^ semiplano determinado'por '^^ como la 
• "zona sombreada encima de i^. .El otro semiplano. es la zona no 
sombreada deb?jiJo de i^. 



Flgura 10-1 -b 



Eii la rigura 10-1 -c se ropr^sentan los dos seialplanos deter- 
rainadois por i^, uno por la< region sombreada debajo de ig y el 
otro por la region no sombreada enclniSL de ' i^. 




Plgura 10-1 -c 



pG este mode, dos rectas que se intersecan aeparan a un piano 
en cuatro reglones. Cada una de esas" reglones es el Interior de un 
^^gulo. El interior de cada. angulo es la in ter3ecci(5n de dos s«ml- 

- pianos. En la figura 10-1 -d. se rauestra la intersecoldn del semi- ' 
piano aombreajio de la Tigura 10-1 -b con el semlplano sombreado»de 
la figura 10-1 -c. La Interseccldn de estos* dos semlplanos es el. 

. ^ interior del angulo BAE. El interior del ^gulo CAP es la Inter- 
secci<5n de los dos semiplanos no sonjbreados restautes. Esos dos 
ingulos, el angulo BAE y el dngulo CAD, son opuestos por el v^r- 
tlce^ iPuedes encontrar los dos' semiplanos que incluyen el Interior 
del angulo cad? ^Puedes encontrar los dos semiplanos que Incluyen 
el ingulo BAD? 
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\ Plgura 10-1-cl 

Si la suma de las medldas en'gr^dos de dos dngulos esx iBO, 
esbs angulo3 se Hainan angulos suplementar'los. En la flgura 
10-1 -d,v^ 103 angulos sombreados BAE y BAD son suplementarlos. 
;.Hay algtinos otroa pares de ^gulos suplementarlos en est'a flgura? 
Ijon suplementarlos los ^^los CAD . y Bifc? 6^ lor angulos 
CAE y CAD? En la flgura 10-1 -a los. angulos suplementarlos son 
tamblcnlng:ul05 adyacentes/ I/5S &rigul^^ BAE y BAD « son ^dngulbs 
adyacentes, as! como tambl^n lo son los angulos CAD y BAD. SI 
la medlda del angulo M, en la flgura 10-1 -e, es 40- y la medida 
del angulo N es l40, entonces los angulos M y N son suple- 
mentarlos. 





Flgura 10-1 -e 



.6^ 



En el Capltulo 7 has aprendldo medlr anguloa. . En este 
capltulo hablarmos frecuontemente tie fa "mecilda cle ua angulo". 
Poi^ conelgulonte, conviene tener un slmbolo para eata exprealdn. 
Para Indlcar el numero de unldades de medlda que hay en un ^gulo, 
uaareraoG el sfelolo "n" seguldo del nombre del angulo pueatjo entre 
par^ntoaio. Por ojeniplo, ABG) ae reflere al nilmero de unlda- 
des del dneulo ABC, • 

Has aprendido que se puede utillzar cualquler angulo corao unl- 
dad de medlda, pero en este capltulo uaareinoa el grado corao unldad, 
Aal, Guando escrlbamoa ni(/ ABC) = 40, deberaos entender que el an- 
gulo ABC es un angulo de 40 gradoa (40'). Obaerva que, alendo 

ABC) un numero, eacrlblraoa aolamente m(/ ABC) » 40, y no 

ABC) =. 40*. 

EJerclcloa iO~i 

Usa la figura 1G-l~f para reaolver loa tres prlmeroa problemas. 




Plgura 10.1-f 

1. (a) Indlca los dnguloa adyacentea a ^ JKM, 
(^) Indlca loa anguloa adyacentea .a / LKN. 
(c) Indlca loa dnguloa adyacentea a ^ JKL, 

2. (a) Indlca el angulo opu«'3to por el v^rtlce a / JKM. 

(b) En la flgura, indica otro par de dngulos opuestos por el 
vi^rtice, 

(c) ^Cuantoa parea de Anguloa opuestos por el v^rtlce se foman 
cuando dos rectas se Intersecan en un punto? 



(a) Utlllza un limbo graduado para haliar la€ roedldas de 
los angulos opuestos por el vertlce, ^ JKM y / LKN. 

(b) ;,Cuale3 son las medldas do los angulos NKM y JKL? 

(c) iQue parecc ser cierto referent© a las medldas de un 
par de antsulos opuestos por el vertlce? 

(d) Dlbuja conjuntos de pares de rectas que se Intersecan 
como en la flgura 10-1-f» Varla el tamafio de los an- 
gulos comprendldos entre las rectas. Con un limbo gra- 
duado, halla las medldas de -cada par de angulos opuestos 
por el vertlce. ^Te parece que son Iguales? 

Estudla tus respuestas al problema 5» Luego enuncla tus re- 
Gultados on la forma de. una propledad general, copiando y com- 
pletando la slguiente proposlcldn: 

Propledad n Cuando dos rectas se Intersecan , lo£ do£ angu - 
los de cada par de angulos ? formados por 
ollas tlenen ? medlda , es declr , son 
congruentes. 

Has encntrado experlmentalraente que clerta relaclcSn es verda- 
dcra en algunos casos. Veamos por que csa relaclon debe ser 
verdadera en todos los oasos. 

(a) En la' flgura lO-l.-f , ^cual es la suma d§ las medldas de 
/ JKL y /jKM? 

(b) ^Cual es la suma de las medldas de / NKM y / JKM? 

(c) SI ^a medlda de / JKM es 60. icual es la medlda de 
. I JKL? a la de / NKM? 

(d) SI la medlda de / JKM es 70, icual es la medlda de 
/ JKL.? 'CI la de / NKM? 

(e) iQu^ puedes declr de las medldas de los angulos JKL y 
NKM. cuando la medlda del angulo ^TKM cambia? Expllca 
por qu^ los angulos JKL y NKM en la flgura 10-1 -f 
deben tener la mlsma medlda. 
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La siijulentt? fiisura -s aemejante a la flgura 10-1 -f. Represon- 
teir.o3 los dfij^iulos LKJ, JKM y NKM por Tas letras x, y ^ 
respectlvament*?. En la flgura se Indlcan los angulos de esta 
manerai 




Copla y completa las slguientes proposlclones : 

(a) rn(^ x) ^ ni(/ y) = ? ♦ 

(b) m(^ 2) +'in(^ y) « ? > 

(c) SI 31: acncce ia(/ y), ^cdmo puedea encontrar ra(/ x)? 
iCdir.o puedes encontrar m(/ 2)? 

(d) Escribe tu respuesta a la pregunta (c) en la foiroa de una 
proposlclon num^rica como se ha hecho en las preguntas (a) 
y (l), Gopiando y oompletando ^0 slgulente: 

"'(Z ^) ? - ? 
-(Z 2) » ? - ? 

(e) Eacrlte una proposlclon num^rlca para mostrar la relacldn 
untre ni(Z x) y ra(Z z). 

Imaglna dos rectas en el espaclo. . ' ' 

(a) ^Hay alguna relacldn poalble entre dos rectas en el es- 
paclo que no pueda ocurrir entre dos rectas en un piano? 

(b) Para expllcar tu respuesta, presenta una lluatracldn 
tomada de tu aal<5n de clase. 



10-2 



10-2, Tres reotaa en }m piano 

Lo3 gPlegos fueron los prlmeros en estudiar la geometrla 
como un raino del conoclmlento. Thalea (640 - 5^(> a. de J.C.) 
estudlo en Sgipto, e Introdujo el estudlo de la geometrla en 
Orecla. A el se atrlbuye el descubrlmlento de la propledad de 
103 pares de angulos couestoa por el v^rtlce que hemos estudlado . 
en la aeccion anterior, A medida que estudias la geometrla vaa 
a aprender propledadea deacublertaa por ^1 y otroa matemdtlcoa 
grlsgoa. 

En la seccldn anterior heraoa estudlado las flguras formadaa 
por do3 rectas en ur. piano. En esta aecclon eatudlareraoa flguras 
fomadas por tres rectas en un piano. 

Dlbuja una flgura semeja^te a la 
otra recta, iy '^lue pase por el punto 



comun de Intersecclon laa rectas 
.parocorse al siguiente: 



'1» *2 



10-1 -a. iPuedes dlbujar 
A? iPueden tener un punto 
y ij? Tu dlbujo debe 




Flgura 10 -2 -a 



Tree rectas dlbujadaa en un piano, ^tendrin slempre un punto 
de intersecclon? Observa la flgura 10-2-b en la oual la recta 
t interseca a laa rectas i, y ig* En el languaje «Ja loa con- 
juntoB dlrlainos ^que H t no es el con junto vaclo (y que 
jg n t no es el conjunto vaclo). Una recta que Interseca a dos 
o mas rectas en puntos dlferentes se llama una aecante de esas 
rectas. Como la recta t Interseca a y a ig, es una se- 
cante de las rectas y ig* 
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Plgura 10-2-b 



EJerclQlos 10-2 
1, Dlbuja una figura pareclda a la 
do la derecha. Laa rectaa t 

y 

(t 



1 



tg no 36 Intersecan, 

n 



1 - i *2 

La recta t 



ea el conjunto vaclo* ) 
J Interseca a la rec- 
ta t^j llama A a su punto de 
Interaeccldn* La recta In- 
tersoca a la recta tg; llama B 
a au punto de interaeoclon* 
(a) iCuantoa parea de angulos opueatos por el v^rtlce hay en 
la figura que has dlbujado? 

iCuantoa parea de dnguloa adyacentea hay en la figura que 
has dlbujado? 




(b) 



(c) 



iE3 la recta una secante de laa rectas t 



Es una aecante de las rectas t. 



1 y tg? 

Expllcalo. 



ERIC 



Or; 



JO -2 



5. 



Dlbuja <loa rectaa, y m.^, jue se Intersequen en "un 

piiiito rib.:Ja una t»^rc»^^a recta^ m^, que Interscque a 

y m*^ ruera punto Llama S a la Interaeccldn 

(Jt^ y m^, y K a la Int^ersecclon de 

(a) ;Oudl es el non:bre del 
conjunto du punlog I'or- 
maUo por los *3egmentos 
3^, ^ y on la 

fli^ura que has dlbujado? 
(31 no Ic x*econocos, con- 
3ulta »^1 Capltulo ) 




(O :,"J ;ant | de an^ulos opuestos por el v^rtlce hay 

et. la I'ijura que has dlhujado? 
(c) J^Cuantoa pares de angulos adyaceiites hay en la flgura 

has ilVujado? 
Uua la figiira lO«-2-c para res- 
por;dvr a la*:^ 3lft:ulentes pro- 
juntas : 

(a) ^^oHiLra la aoc e dlbujada 

t.*n la fl.vura 'lea a 

qu4 llneas Int ^^jeca* 
(t) En la fl£ura, 6<^^antoa 

angulos foman las trea 

roctas? 




Plgura 10-2 
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n 
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ft 



5. 



6. 



4G\iar4to3 pares do angx^los opuestos por el vertlce hay en 

C^-iue sat-:-3 aovrca de laa medldas de cada angulo de un par 

iE3 m{£ h) « r)? iPor.qud razon? 
^Ea £ c congru^^nte con ^ d? ^Por que rason? 
;Cuant03 pai"tJ3 de a^igulos auyact?ntes hay en la flgura 

,Que puod*?s' d^*clr acerca de la suma de las medldas de un 
par d*> diiculos adyapentes de la figura 
iScn .:-pl->:r.'^ntarlos los angulos o ^ .p^tf^en la figura 
iO-;.^-c? \ ^ 

Sor* 3upl jrr.u\*;tarlo3 Iog angulos: a ^ d en la figura 

^Son si.i:l->Tnontarios loa angulos de cad^ par de angulos 
adyac^r.t,ea de la figura 10-2 -c? 

31 la medlda de / h es 80, 6<^^al es la medida de g? 
iCual o3 la modlda de £ e? ;,Y la de / f? 
r>l la medld^ d- / h es 90, ^son suplementarlos los an- 

,^uio3 i; ^ r? 

SI ri(/ h) a r.{£ g)^ ;,3on suplementarlos los angulos e 

Obsorva los ar»gulo3 b ;^ f en 
la flgx:ra 10-::i-d do la dcrecha* 
Del vertlce del angulo f parte 
un rayo d- la i>*^cta t, hacla 
arrlba^ contlene un rayo del 
angulo Ademas^ los Interlores 

de los angulos b ^ f est^ de 
un mlsmo lado de la secajite t. 
Iios ingulos colocados de esta 
manera se liaman angulos corres - 

pondlentea » Figura 10-2-d 
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(a) Ir.uloa otrc par de angulos correspondlentes que eat^n 

;aO[02 r.i3!R0< lacio de la secante en que estan los 



{ \ ) :3on oorr^jGpor.dlentes los angulos a 2 ®- (Observa que 
el rayo de la recta t r^ue forma el angulo a es sola- 
r.ente ur.a parte del rayo de la recta t que forma el an- 
gulo e; alr^ embargo, nlnguno de los rayoa que forman el 
ar^gxilo e es parte de los rayos que forman el angulo a. ) 

(c) iSon ecrrespondlentes los angulos c 1 

(a) ■,Cuai:to3 pares de angulos correspondientes hay en la 
rigura 1C-2-C? 

(., ) 31 la ffiedlda de / b os 80, ipuedes declr cual es la 

rnc'lida de / f ? 
(r) 31 tanto la medida de / a como la de / e es 90, 

I iu4 p,-od-3S declr de las medldas de todos los angulos 
la figura 10-2 -c? v 
(.►-) Ci la nedlda tanto de / a como la de / e es 90, 

^ror. 3uploF.entarlos los Ingulos h ^ b? 
(a) :F^. que se parecen las flguras de los problemas 1, 2 y 

(t) ^En :iue difleren esas flguras? , 

(o) iPu<>iios Imaglnar otra manera de dlbujar un e6nJunto de 

tros rectas en un piano? (No hagas pasar las tres rectas 

ror un xlsmo punto. ) 

(d) Copia y completa la slgulente proposlcldn: "La Inter- 
sticcldn de tres rectas diferentes en un piano puede con- 
slstir en ? , ? ? o ? puntos" , ^ 
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Si tuGcas alr'-'dedor tuyo, puedes enoontrar ejemplos de con- 
,»ur.to3 troc r».'CtaG comg d'luf^llos d^? las figuras.que has 
dlt ujado -.-n -jatoa^ oj^rcleios. ^ Ahora, trata de .Imaglnar tres 
rlancc or. '•.•1 espa^lo. Descr.lVe la manera en que tres pianos 
or. «,■! v-ora'-Jio pueSaii tener las slgulentes Interstcclones : 

(a) Un punto, 

(b) Dos rectas paralelas. 

(c) Tros rectas paralelas. 

(d) El con junto vaclo. 



10 -i-. H>.>ctaa para lelas ^ angulos coa^re spondl en t e s 

Sean dos rectas r^ y rg cortadas por la secante t, Supon 

ga:r.os lU'- las roctaa r^ y r.^ no se Intersecan. Bn el lenguaje 

de los our.jrjr.tOG dlrl.-ir:os : 





a 


— ^ 


^ : ^ 







Plgura 

r^ n t. no es el con Junto vaclo. 
r.^ n t , no ea el (?onjunto vaclo. 

n ^2 es ol con Junto vaclo* ^ 
Ee declr, r^ y rg son paralelas. Nl r^ ni , Tg es.paralela 



£.terolclos 10-3 para anallzar en olase 
Vas a (ii^'ujar '-jna fiirura st?gun se indlca a contlnuacldnj re- 
aultara par«clda a la flgura 10-5-a. Traza una recta t, y 
marca on olla los puntos A y 3 separados por una dlstan- 
cla' de aproxlnaaauT.onte \^ pulgadas. En el punto A dlbuja 
un an^sulo oon medlda 70 y llanialo /a. En el punto B 
aiLuJa / i con una medlda de kO, ^Se Intersecaran esas 
roc t as 3l sv> prolongan? SI asl fuera, ide que lado de la 
rocta t se lnt»?rsecaran, a la izqulerda o a la derecha? 
Llt.x.ja otra flgura de raanera que / a tenga por medlda 50 
y / i tenga por medlda 'tO. iSe Intersecaran estas rectas 
si s>- i.i'oloriganV 31 asl fuera, «,de que lado de t se Inter- 
avcarir., a la Is lulerda o a la derecha? 

Has r-ii' lo menos sels experlmentos de esta clase con varlas 
ROdiaas para los anguloa a • X ^* ^ ^® ellos por lo 
r.iiiiOS utllliia para /a la iDlsma medlda que has usado para 
^ t.. Esorlbo tus rosultados asl: 



Modl-ia de- / a 


Modlda de 


IntersecclcMi de 




on c^^SLCios 




70 


« 




•A la izqulerda de t 


50 • 


40 


A la derecha de t 




40 


? 



Coi lA la slen-«l»?nte $abla. Responde a simple vista si r^ y 
r:, s»: Intersocan, y si tu respuesta fuera aflmatlva, Indlca 
do que lado d<:: la recta t se Intersecan* Haz un dllJuJo 
para verificar tus respuestas. (Sl deseas puedes extender la 
tabla oonAmedldas Inventadas por tl mlsmo. ) 



Medlda de a 


Medlda de / b 


InterseccltSn de 


en gradoa 


en grados 






80 


* * 




50 


« 




40 


\ 















Despu^s do anallzar on clasu los problemas 1 a 4, copla y 
Goraplota la slp.uionto proposlcldn: 

PmpltjUad ^4 * Si^, ^^i^ un mlsmo piano , una secante Interse&a a 
'itjs ^ectaa ^ un par do angulos co rresportdlentes 
tl»>n>^n dl ferente ? , entonces las rectas ? 



Consldera el caso en lue los angulos correspondlentes son con- 

Ci'iJ^int^^a (tlonon Ij-'uales medidas). Escribe la proposlcldn para 

este caso, Gopia y completa: ^ 

Propledad Ea. SI , en un mlsino plancf^ una secante Intersefta a 

dos fectas ^ un par de angulos corre^ondlentes 
son congruent es , entonces las rec.tas son ? . 



EJerclclos lO-$ 
IMtuJa una cotno la slgulente. ^QH^ angulo forma con 

/ X ur. par de dx^gulos correspondlentes? Ll^alo £ p. SI 
los an^rulos x ;^ p tlenen las medldas indicadas en la tabla 
Gl,?.jlj.\tj, ac't.rrr^ina si i. y se Interseean enclma de t. 

d'.^bajo vi- t i 3l son ^paralelas* 




\ 
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Copla y conplc^ta; 



Medlda de x 


Medida de p 
' en cradoa . 




^on pa- 


Se Interae- 
can encima 
de t"^ 


Se interse- 
can ueoajo 
de t. 

, — , 


(a) 120 


140 








(b) 120 


120* 






* 


(c) 120 


90 








(d) 90 


120- 






* 


U') 90 , 




• 




1 


{t) 90 K 


70 








(e) ^40^ 


90. 








(h)' 40 . 


40 


* 






* (1) 40 ' ' 


20 




— ■ / ... .■■i.^^ 
— : ^ 





■ * ' • * ^ 

. ■ 2. "Haz una llsta de varlos, ejemplos dfe rectas paralelas que en- 
» 'cuentrea en- tu aaldx) <le clase, ^ - , ^ «» 

♦3, Pon una vara o una regla a trav^s, de algun par 'df rectas para- 
lelas de las conslderadsia en el problema 2 jr fo^ma, de"esta 
manera, una secante.. Hazlo de manera que laff intersecplones 
con las rectas .paralelas est^n separadas 3^ menos poslble. 
Mlde las dlstanclas entre las In tersec clones en pada poslddm 
iCual es la medlda del dngulo formado oor la secante y cada 
. recta paralela cuando llegas a la posicldh en que. la dlstancia 
es minima? ' J * 

/ . , : . 

10-4, {ReclogQca ( Inveraldn de una propoalcj^ ) * ^ ^ ' ' 

Hemo8>4l8to c^ue al algo es clerto, entopoes algo dlstlnto 
tambl^n es clerto. Per eiell^>lo:♦ * 



^ (a) "SI dos angulos son o^estos per el vertice^ entonces loa 
angulos tienen la mlsma inedida"^ 

Suponte que construlmos una nueva proposlclon oamblando la 
parte del "si" por la parte del "entonces". La nueva proposicl<5n * 

.(b) "Si dos angulos tienen la mlsma medlda, entonces loa anr 
V " gulos son opujsstos- por el vertlce"* Una propoaicldn oto- 
tenida medlar^e ese camblo se llama una proposlcldn reel - 
jroca (en Ingles, ccLnverse )^* ^ &>^el ejemplo anterior, ;La 
proposlolcSn (b) ^e llama la reclproca de la proposlcl<5n 
(a). Puesto que con un camblo Igual al anterior en la 
proposiclon (b), volVeraos de nuevo a la propos^^cldn (a)\ 
declmos tambl^n que (a) es la reclproca de (b). 

SI "invlertes una pTOposlcldn verdadera", ^ser^ su reclproca 
slempre verdadera? Veamos prijnero un par de proposlciones y sus 
reclproras antes de responder, ^ 

T* "SI Maria y Lulsa son hermanas^ entonces Maria y Lulsa son 

nlfias"* ' 
♦ 

-^ La reciprocst de 1 es: "SI Maria y Iiuisa son nlfias, entonces 
Maria y Lulsa son henjoiaftas"* ^Es la proposlcldn original verdadera? 
^Es la proposiclon reclproca tarr«bl^h verdadera? 

Conslderemoa ahora la proposlcldn sigulentej 
♦ . 2. "Si Pedro es hljo de C^sar, entondes C^sar es padre de 
-Pedro'*. • « * * 

# * 

t 

La reclpxNDca de 2 . es; "SI C^sar es padre de Fedro, entoncea 
Pedro es hi Jo de Cesar", ^Es verdadera la proposlcldn original? 
iEs verdadera *la reclproca? 

Con estos dos e^mplos podemos ver que, si tina proposlcldn es 
verdadera, una reclproca ols^tenlda camblando la parte "si** per la 
pai»te "ent.onces", puede ser .verdadera o falaa. 

3: lEa verdadera la proposlcldn (a) relatlva a los ingulos . 
opucstos por el v^rtlce? *^£8 verdcdera la proposloldi^ reclproca 
(b)? No podemos aceptar que la^ retslprooa de una proposlcldn ver- 
dadera sea siempre verdadera. Algunas 'veces, ouando ae ''Invlerte** 
una proposlcldiv verdadera^ su reclproca es verdadera, Otras veoes. 



cuando ae "Invlerte" una proposlcldn verdadera, la reclproca e» 
falsa. 

EJer.clclos 10-4 

1. Ha2 un dibujo en el que se muestre que la reciproca de la -pro - 
poslcldn (a) de la Secclon 10-4 no es verdadera. ^Deben" 
aer of)uest03 por el vertice dos angulos cualesqu^era que tienen 
la mlsma medlqla? 

2* Pai*a cacia una de las slgulentes propodlclones, escribe ^^verda- 
, dcra" 3l la proposlclon es siempre verdadera, y ^"falaa^^ si la 
proposlclon es falsa en algunos casos^ * 

(a) 31 Duqiae es un perro, entoncea Duque es de raza cocker. 

(b) Si es el jjjja 4 de Julio, entonces es feriado en los Es- 
tados UnldoS, >. ^ 

(o) sr Roberto es el niilo de mayor estatura en su escuelaj ' 
Roberto es el niiio de mayor estatura de su claSe. 

(d) Si un animal es un caballo, ese animal tlene cuatro patas. 

(e) SI un animal es un oso, ese animal tiene piel grueaa, 

(f) Si Susana es la heiroana de Marcos, entonces Marcos ea 41 
herm^o de Susgina, 

5. Escribe una reclproca para cada proposlcidn del problema 2 e 

i ,lndica si esa reclproca es verdadera o falsa. 
4. Lee las aigulentes proposlciones. Escribe "verdadera" al la 
♦ proposicic5n es siempre verdadera, y "falsa" si la proposlcidn 
es algunas veces falsa. 

(a) Si una flgura es una circunferencia, entonces la figura 
es una curva simple cerrada. 

(b) Si una flgura es una curva simple cerrada compuesta.de 
* tres segmentos de recta, entonces la flgura es un trl- 

angulo, 

(cX SI dos angulos son oongruentes, son ^ngulos rectos. 

(d) Si dos rectas son p^ralelas, entonces esas rectas no 
^ . tienen nlngdn pttnto en oonun. 

(e) Si dos angulos son suplementarios, son adyacentes. 

(f) Si dos>angulo8 adyacentes son ambos rectos, son suple- 
mentarlos. • . v„ 



'(a) Escribe una proposlclon reclproca <le la slgulente prople- 
dad« 

Propledad 2a. Si una aecante Interseoa a. dos rectaa eon* - 

tenldas en un mlsmo planoj ^ un par de an - 
euloa correapondl antes son congruentesj 
e n t onces las rectas son paralelas^ 
(b) Para averiguar la ppslble 

verdad de la reclproca, 

dlbuja y nig, y la 

secante t, como eh la 
^ flgura^ iSorx congruentes 

los angulos correspon- 

dlentes? Luego dlbuja 

otra secante de y mg* 













^ 















/ 



Llamala t^^ Mlde los an- 
gulos de cada par de angu- 
los correspondlentes deter- 
minados por t^^ ^Son con-^ 
• gruentes? 

CoTcpara tus resultados con los de tus condlsclpulos. 

(cT Basandote en estaa medldas, ^piensas' que la reclproca d 

la profiledad 2a enxmclada en , (a) es ver^^^lde^a o fllsa? 
Escribe urta proposlclon reclproca para la propledad 2: SI una 
secante Interseca a dos rectas contenldas en un mlsmo piano, y 
un par de Angulos correspondlentes tJLeneii dlferentes medldas, 
entonces las rectas se Intersecan* ^Te parece verdadero o 
false este enuncladot Puedes comprobar tit respuesta dlbujando 
flguras como en el problema 5* . 

^£uede ser verdadefa la reclproca de una proposlclon falsa? SI 
es aslf 6Pu«<les dar un ejemplo? 
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Trlangulos 

Has d^3cufcl<:?rto laa r^ilaciones que exlsten entre loa ang^loa 
de una rifi^Jira compuesta por tres rectas, dos rectas paralelas y 
una aocante^ Suponte ahora que las rectas estan dispuestas de tal 
manera que cada recta es una secante de las otras dos^ iReaultara 
una flgura pareclda a la slgulente? 




En 



esta flgura, es una secante de ig y de i^j es 



una secarite de 



1 



y de y una secante de #y de 



A, B y C son tres puntos y HS^ BCT y tiff son segmentos 
qu^ los unen dos a dos* **En el Capltulo 4 (Oeoihetrla de podlcl<5n)^ 
la 'peunlcJn de tres puntos que no estdn en una mlsma recta y de Ids 
segmentos que los unen dos a dos fue llamada un trlangulo. De 
acuerdo con esta definieldn, nuestra i*lgura contiene el trldbgulo 
ABC, Los puntos A, B y C se llsanan los vertices del trlingulo 
y los segmentos TS, y "UK llaman los lados del trlingulo* 



4 , 



> 
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iCuales de las slgulentes flguras son trlangulos? Para cada 
una do <^stas figuras que no nea un trl^ngulo, Indlca qu^ condlc:^n 
de la deflnlcidn no se cumple, . 




Los- triangulos del sigulente grupo son eleraentos de un con- 
Junto particular de triangulos porque tienen una propiedad comun. 
iQue observaa acerca de las longitudes de los lados de los tri- 
angulosV <E1 simbolo 3" significa tres pulgadaa. El slmbolo 
y significa tres pies . ) 




ERIC 



Obaorva lue cada trlangulo tlene por lo menos dos lados de 
lorigltud l^idil* Lcs trlangulos de este oonjunto, y todos aquellos 
quo terigan la rrdsma propledad, se Hainan trl^gulos Isdsceles* 

Los trliftculos del slgulonte grupo son eleraentos de otro con- 
Junto particular de trlangulos, ^Cual es la propledad comxan a 
todos loe elementos iel conjunto? 




Obsorva -lue cada trlangulo tlene sus tres lados de longltud Igu^l. 
Otra man^jra de declr lo mlsmo est todos los lados de un mlsmo ' 
trldrigulo 'tlenen Iguales medldas. Los trlangulos de este conji^nto, 
y touos aquellos que tengan la mlsma propledad, se Hainan trl - 
angjloa e.^ullateros. La palabra "equllatero" procede de la palabra 
latlna aegullatemja^ compuesta de aequos t Igual y latua t l^ado, 

Los trlangulos del slgulente grupo son tambl^n elementos de 
otro conjunto de trlangulos. ^Te parece que estos trlangulos 
tlenen una propledad en comtin? 



J 



/ 
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En cualqulera de estos trlangulos, ^t^enen dos de los lados la 
mlaraa medlda? ^Tlene alguno de estos trlangulos tres. lados de 
medldas Iguales? Nlnguno de los trlingulos en cuestldn tlene dos 
lados de igual medlda# Los tif^lingulos de este conjunto particular, 
y vodos aquellos trl^uigulos que tengan la mlsma propiedad, se Ha- 
inan trlangulos escalenos^ 

, En la flgura se muestra en primer 
lugar una cafilta para tomar soda y 
luego la mlsma quebi^ida en dos puntos ^ 

y list a para ser plegada de manera 

que aus extremos se Junten, de esta 
thane ra: 

i 




4 
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l<^4 clases de tridngulos pueden ser representadoa de esta 
manera, plegando las slguientes cafUtas? 



"4 



2' 



n — 




— ^ — , , — : 

•4" 


11" 














■ • v^"" ' '" """" 












0 






^ 



2 



a: 



2*1 '2 2 

Wiora vas a dlbujar unos trlangulos. Dlbuja un angulo y 
llama A a 3u vertlce, Toma un punto B en uno de los rayos 
del artfenalo, y un punto C en el otro. Dibuja el segmento SC. 
Tia flgura dobe parecei^e a la siguiente: 





La reuni<$n de W, W! y W se llama "trldngulo ABC". Obser^^a 
f on tu flgura que los puntos C y B son loa tSnlcos conpartidoa 
por el angulp A y el lado BC. El ingulo A y el lado. BtT se 
.llaman opueatos uno de*otro porque au lnter8e<5'Cl^n conalate sola- 
mente en los extremos de BC» iEs ^ B optaeato a TRT? ^Por 
qu^? iEe ^ ^ueato a XC? iPor qud? iQutf otroa in^uloa 



-421- 



10-5 



y lados D:)n opuostoa uho de otro, en tu dlbujo? ^Por que? 

■Dlbuja otro trlangulo oomo el anterior, pero esta vez locallza 
culdadoaamente loa puntos B y C de manera que 35 y IRT sean 
congruentes, como se muestra a contlnuacl<Sn; 



. A 




iOu^ claae de trlangulq^ 93 MBC? ^Por qu^? ^ Copla el Ingulo B 
y trata de hacerlo colncldlr con el angulo C. ^Qu^ suglere estio 
srbre lao raedldas de los angulos B y C? Haz varlas coplas mds 
de lo3 trl^gulos Isosceles de la segunda paglna de esta 3»ccldn, 
iQu^ observas? Copla y completa la slgulente proposlcl<5n: 

Propl-^d dd 2« SI do 5 lados de un trl^gulo son ? en longl - 
tud , entonces los dngulos ? de eaoa ladoa 
tlenen ? medld&a. 

Ahora, haa un dlbujo como el que algue, Blbuja JB aproxlma- 
damente de cuatro pulgadas de longltud* Dlbuja dngulos de 40 
grados en A y B, como se Indlca* Marca puntos C y D en 
lugares convenienies de los rs^os de esos dngulos. 




Obaerya que heinoa dlbujado dos anguloa de Igual medlda. Hfolonga 
ISS y TSS y llama E a su punto de lnter8eccl<5n* Reaulta asl 
formado el trl&agulo ABE. 



CO 



-.Quo otaervaa acorca do los lados opuestos a los ^gulos A 
y & do eate trlangulo? Haz varias otr«kS^flguras seg\in estas 
dlrectlvas. Dibuja los angulos A y B slempre agudos y de 
Igu^l nodlda, poro cambla 'osa raedlda de im trlangulo ,.8r^tro. 
iQu»^ observas acerca de los lados de cada figura? lA que con- 
Junto particular de trlangulos parecen perienecer tus flguras? 

Copla y coiapleta el slgulente enunclado: 

SI do 3 anpulQs do un trlangulo tlenen medldas ? , en tone es 
loG lados ? - a esos angulos tlenen longitudes ? « 

iTe has dado cuer.ta de que este enunclado se parece al que 
antoriomer.to conpletaste como propledad 3? iOw^ nueva palabra, 
do las lue aprer.dlste al estudlar la Secclon 10-4, podrla usarse 
para doacrifclr larelaclon que hay entre estas dos proposlclones? 
Llamaromos reclproco de la propledad 3 a este enunclado, 

Probleras •!0-r> para anallzar en clase 

1. podrl!=in detormlnar los tres con juntos de trlangulos que 
h-^rnos ostudlado (isosceles, equllateros y escalenos) por al- 
i*ur.a propledad comun que se .reflera a las medidas de los an- 
gulos on vez de las medldas de los ladon? ventajas o 
dnsvontajas tendrla este metodo de claslflcaclon? 

2. iCdmo se podrla utlllzar la reclproca de la propledad 3 para 
QOKostrar que un trlangulo que tlene sus tres ^gulos de igual 
medlda debe ser, ^cesarlaraente, equllatero? 

EJerclcloa 10-5 

1. DlbuJa un trlangulo 'Isd&celes. . • 

2. DlbuJa un trlangulo equllatero. ' * 

3. DlbuJa un trlangulo eacaleno. | 

Si un trlangulo es Isosceles, ^es^l^bl^n equlldtero? Expllca 
tu respuesta. 
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5. 31 un trlar^julo juildtoro, .^es tamblen Isosceles?" Expllca- 
tu roapuesta, 

Dibuja un triangulo equllatero y' llama P, Q y R a sus 
vertices, p \z una llsta en que se corcespondan loa 'angulos 
con aus ""ados opxiestos, 
7. (a) iJie podrla representar un trlangulo doblando la- caaita 

para toniar soda que se muestra en la.flgura? Explica tu ' 

respuesta. * ' * 



3 



(b) iSe podrla representar un triangulo dot)lando la cafiita 
que se muostra aqul? Explica tu respi^sta. • 



, ^ ^ ^ 

♦(c) Enuncla una propledad sobre las longitudes de los lados 
de un triangulo, sugerlda per tus observaclones de ias 
preguntas (a) y (b). v * . 



10-t) 



8. OPCIOKAL* Copia ios slfeulentos modelos, ddblalbs por las 
llneaa do traaos despuea de haberlos recortado slgulendov . 
los bord^is y pega las aletas^ Observa los trl^ngulos equl- 
laueros. rara obtener mejores r^aultados, amplla estos mo- . 
delos. * . 





. . ^ • A- 




K \ ValIta 





totraedro • 
(cuatro cargis) 



.pctaedro ■ 
(ocho caras*) . * 



•10-6. flnguloa de un triangulo 

En las secclones anterlores hemos estudlado propledades ds 
peciales de clertoa trlaiigulos. * Eii esta secclon nos ocuparemos 
de una propledad que verdadera paja todo\ trlAigulo. 
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K.<^:>rci':io3 10-'' para anallgsar en clase ^ 
Idluja trlau^^ulo, do raodo que cada lado tenga unas dos o 
tr-:-a pul^jadas <io ior.gltud, Recorta la regl6n triangular a lo ' 
lanto" do loG latloc del triangulo. 'Ar3Panca dos de las .^esqulnas 
^ dw tfoa region y pe^a la flgura completa aobre cartdn -o sobre • 
una hoja de papol, cprao se Indica en la .flgura slgulente, 
Nota: Las esqulnas By C han aldo colocadas alrededor del 
vortlco A, pegandolaa en este lugar. ^ ' * 




(a) Halla la3 raedldas de los tres dngulos cuyos vertices estdn 
♦?n A. Halla la auma de esas tres medldaa y eoinpara tu 
resultado oon los de tus condlsclpuloa. En la flgura 
anterior, ^te parece que aS y A? estin sobre la mlsina 

- recta? iTo parece qre esto es clerto en la flgura que has 
hecho? . " " 

(b) fM^4 observas acerca de los dngulos 1, E y BAG en estat 
nueva dlsposlcidn? 

(a) Dlbuja un trlangulo haclendo 
el lado mas largo de unas 4 
pulgadas, uno de los dos 
*lados restantes de unas> 3 
pulgadasj^ y el tercer lado de 
unas 2 pulgadas' de largo. 
Recorta el interior del trl- 
angulo* 

'ioproK. 4 pulg. 
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(b) Marca los verticfta A, B 
y C en el Interior del 
triangulo, como ae Indlca 
en la figura de la derecha* 
Toma el punto medio de 
e Indlcalo con la letra D. 
(El punto medio es el que 
esta a mltad de camlnb de 
un extrerao del segmento al 
♦otro. ) Toma el punto medio 
de * 5C , e Indlcalo con la 
■ ifetra E. 705.^ 135 dfeben. \, 
ser de la ralsma longltud, 
BE y "ECT deben ser de la 
mlsma longitud. 

(c) Dlbuja un segmento de j?ecta 
que una !> y E.* Dobla 
luego hacla aba Jo, a lo 
lai*go del segmento 131?, la 

* porclon del trldngulo que 
contlene el v4rtlce B, de 
manera que el v^rtlce B 
calga sobre IC??. Marca, con 
la letra 0 el punto en -que 
cae B sobre IC^. 

(d) Dobla la porclon del /triangulo 
que contlene -el v^rtlce A 
hacla la dereoha de memera. 
que A oalga aobre el punto 
a. Dobla la porcldn del trl- 
dngulo que contlene el viSrtlce 
C hacla la Izqulerda de mane- 
ra que C tambj^n calga aobre 
el punto, Q. La figura reftul- 
tante seri un reetdbgulo, * . 
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(e) iQu4 parece ocurrlr con la auma de las medldas de los 
angulos A, B y C? 

(f) iSe puede repetir eate experlmento coin dtros trlangulos? 
Compara tus resultados con los de tus condlsclpulos. 

(g) iConcuerda con tus observaclones la propledad que has en- 
contrado en el problema 1? 

Consldera el trlangulo ABC y los rayos A? y lit corao b< 
muestra en segulda. Por el punto C se traza la recta RS 
d§ manera que la inedlda de £y sea lgu\l a la medlda de 
/ y' . • Ahora estamoS usando una nueva notaclor y' , que>*<3^ lee 
"y- prima". (En este problema- uqaremos la hotacldn para de- 
slgnar ahguloa. ) . . * 

_ A 




Cada vez que te sea poslble, emplea una propledad para explicar 
"por ^que" , en cada una de las slgulentes preguntas : 
(a) *iEs RS paralela a JS? 

^De qu^ clase son los dos angulos mar- 
cadoa con las letras x jr x» ? lEs 

^Pe qu^ cla«e son loa dos Angulos mar- 
cadoa con las letras 2 2. ? 

m(2 y) » m(Z ) * . 



(b) 



(c)' 



iPor qu^? 



iPor qurf* 



iPor qu^? 
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(e) m(/ x) + m(/ y) + z) = x' ) + y» ) + 2' ) 

r (f ) in(/ x) + Tn(/ y) + z) es la s\ma de 

'laa medldas de loa dngalos del trlangulo. <1>»^- 
(g) mil x» ) + r^) + m(Z 2» ) = 180 iPor qu^? 

.(h) m(/ x) + m(l y) + mil z) « 1^0 * iPor qu^? 

(1) Conclulmoa, en consecuencla, que la auma 
de las medldas de los angulos de un trl- 
angulo es 180. iPor qu^? 

Esta es una demostraclon de la prppledad 4, 

Propledad K La auma de las medldas , en grades , de los 

* angulos de un tridngulo es 18O, 

No estudlaremos este afto muchas deraoatraclones, pero en al- 
gunos ejerclclos se, te pedlr^ que trates de de&cubrlr una demos- 
traclon. Cuando estudles mas georaetrla, en los atiios prixlmos, 
se te desartx)llara mucho la hatollldad para descubrir demostra- 

clones. _ " 

Observa que en esta demostraeidn hemos dibujado un trl^igulo 
cualqulera. iSe podra apllcar esta demostraclon a todo trlangulo? 
SI lo dudas, dlbuja otros trlangulos de forma muy dlferente al 
que hemos utlllzado aqul, marca' puntos, angulos, segmentos, rayos 
y rectaa de la mlsma manera. Luego trata de rehacer esta demos- 
traclon para la f Igura que has dibujado. 

E.1erclc3os 10-6 ^ » 

1. iCual es la medlda de cada dngulo de un trlangulo equllitero? 

2. ^Cual es la medlda del tercer dngulo de un trl&igulo si los 
otros dos tlenen las slgul^tes medldas? 

(a) i^O y . 80 

(b) 100 y 5) \ ^ 

(c) 70 y 105 • \ 

* (d) 80 y 80 > ' . - ^' . 



CO 
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Supontf> iu^ un angulo de un trlangulo Isdscelea tiene'por 
medlda :)0. Halla las medldas de Iqa otros dos angulos. iHs^ 
,doa conjuritos dlferentes de reapuestas poalbles? 
SI ae dlbujan do a trlanguloa, ABC y DEP, de manera que 
m(/ BAG) = m(/. EDF) = m(^ BCA) » in(^ EFD), jqu^ se puede 
aflmar acerca de loa anguloa ABC y DEP? iEn qu^ propie- 
dad ae basa tu reapueata? 

En eada una de laa slgulentea preguntaa ae dan laa med^ldas 
de clertaa partea del trlingulo ABC, laa de los ladoa ae 
dan eh pulgadaa y laa de loa dnguloa en grades. Se te plde 
detemlnar la medlda de alguna otra parte del trlangulo. En 
cada caao, Justlfica tu reapuesta. 



Dados 


Determina 


Propledad 


(a) 


m(/ ABC') oO, mil ^CA) =; 


40 


mil CAB) 


9 


(b) 


^(1 CAB) = '52, m(^ BCA) = 


37 


mil ABC) 




(c) 


ABC) = 40, miim) = 2, 










m(7RT) 2 




Ml ACB) 


* 


(d) 












m{WJ) = 3 


*>• 


rail BCA) 




-(e) 


BAC) = 100, 










ir.(/ BCA) = 40, miTB) = 4 


1 


m(lRr) 





9'> 



1 , 



J 
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En la flgura la derecha 
y i,, son paralelas. 



{a) 
(b) 
.(c) 
id) 



iE3 ir.(^ y) « n)? 

iEs y) = m(/ u)? 
t,?OT que? 

Trata demostrar que 




Comenta con tus condlsclpulos las condlclones que re- 
qulere una. buena demostraclon. 

Despues del anallsls hecho en clase, redacta tu demos- 
traclon de acu^rdo con los puntos de vista expresadoa 
por tl y tus condlsclpulos. 
En el problema 6 se ha vlsto que las medldas de los ingulos 
a ;^ b de la flgura que slgue, son iguales si Ta recta 1** 
es paralela a E?. Usa esta propledad para demostrar que la 
suma de las siedldas de los i-tgulos del trlaligulo DBF es 
l80. ■ ■ V* 
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10-7« Paralelograiaoa 

Dlfetancla entre rectaa jaralelas 

V Obaerva la slgulente flgi^ra, en la que se presentan algunaa 
^eotaa cjue pasan por el punto" A y la recta r que las Interseca, 




Utlllza un limbo graduado para verlflcar las medldas de los angulos 
que ae dan a contlnuacldn. 

m(/ SDA) 40 :n(/ SCA) = 90 m(/ SBA) = 15O 

Da las Siguier. tes mediaas: 

Ri(/ TDA) - V in(^ TCA) = ? in(^ TBA) = ? 

Mldo los segRientos lOJ, "KC y TCff, ^ 

iCual es el mas corto? 

Copla la flgura y dlbuja otras rectas que pasen por A e 
Intersequen a r, ^ ^^ys^ 

Mlde los segmentos de esas rectas desde el punto A hasta 
las Intersecclonea de ellas con la recta r. 

iEncuentras que alguno de estos segmentos es mis corto que 

^? 

Oba4rva que *AC es pen)endicular a r. 
A base de tus experiencias en este caso, copla y completa 
la .slgulente proposlcl<5n : 

\ El se®mento mas coj»to deade el punto A hasta 

la repta r -.es el segmento a r. * 

tA longltud de este segmento jse llama frecuentem^te la distancia 
de a r» 



9'^ 



I 
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En la slgulente flgura, y kg representan rectas para- 



c son perpendlculares a 'k^ y 
y F de k^. Ea declr, las longl- 



Laa rectas 
pasan por tres puntoa, D, E 
tudes de Eff y W son las. dl stand as de P, E y D a la 
recta kgrTespectlvamente. Se acostumbra dlbujar un cuadradlto, 
corao ee ve en la figura en loa puntoa A, B y C, para>nd4car« 



que un angulo es recto. 




Blgura 10 -7 -a 



El trazado de una recta tal como c, que pasa por D y sea 
perpendicular a kg, puede haoerse 
facllmente utillzando una tar J eta • 
o una hoja de papel que tenga una 
eaqulna formando angulo recto. El 
procedlmlento se llustra en la fi- 
gura de la derecha. 

En la figura 10-7-a hay 21 
ingulos rectos ademds de los mar- 
cadoB. ^Puedes aeftalarlos? ^Cdmo 
aabes que son ^ngulos rectos? 




'93 



ERIC 



/ 

* -^33- < J 10-7 

Mlde laa longitudes de TO, ffi y !5?T en la flgura 10-7-.a. 
iTe pareoe que estas longitudes son Iguales? Esta longltud coimin 
se llama la dlatancla entre las rectaa y kg, Entonces, ae 
puede deflnlr la dJ stancla entre dos re.ctas par^elas oomo la 
longltud de cual<luler segment© contenido en una recta perpendicular 
a esq^s dos rectas, y que tenga un extreme en cada una de las rectas, 
Paralelograraos 

En el Capltulo 4 hemos introducldo la Idea de curva simple 
cerrada. Se puede llamar i)ollgono a to<ia curva simple cerrada que 
ea una reunion de segmentos. En tus estudlos posterlores, es pro- 
bable que veas a veces apllcada la palabra "pollgono" a survas que 
no son simples, pero todos los pollgonos que estudlaremos en este 
capltulo seran curvas simples cerradas. A menos qtie se Indique lo 
contrario, entenderemos que un pollgono esta contenido en un piano. 

Se dan nombrea especlaiea a los polfgonos que? tlenen dertos 
numeros de lados (es declr, de segmentps). Ya sabes que un poll- 
gono de tres lados se llama trlangulo. pe modo analogo, un poll- 
gono de cuatro lados se llama cuadrllatero y un pollgono de clnco 
lados .se llama pentagono . 

■ 




Cuadrllitero 



t 

Pent^ono 
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Dos lados (Segmentos) de un cuadrllatero que no se Interae- 
can Hunan lados opuestos* (^Cdmo ciescrlblrlaa dos ladoa 
opuestos reflrlendote a- su interaeccidn?) indlca los pares de 
lados opuestos dfl cuadrllatero anterior, 

. Una ©specie parti cularmente Iraportante de cuadrilatero es 
ei paralelogramo. Es un cuadrilatero cuyos lados opuestos estan 
sobre rectas paralelas. La figura ABCD que slgue, representa 
un paralelogramo, Indica sus pares de lados opuestos. 



0 c 




Ik 

De aiiora en adelante, si dos segmentos e^tan sobre rectas para- 
lelas dlremos que son segmentos paralelos. En consecuencla, 
podemos decir q'^o los lados opuestos de un paralelogramo. son 
paralolos. '* ^ 

PT'opiedad r^. Los lados opuestos de un paralelogramo son 
~ " paralelos ^t^ congruentes. 

Ya sabemos que los lados opuestos son paralelos. Para saber 
si son Igxjales, mlde los lados del paralelogramo de la figura 
anteric?r. ^Encuentras que los lados opuestos tlenen igual longi- 
tud'/ Pibuja varies paralelogrsu^os y mide las longitudes de los 
pares de lados opuestos, ^Estas de acuerdo jtson la propledad 
anterior (aubrayada)? » 



Orr * 
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La figur^L do la derecha rep re sent a 
una hoja rectangular de papel, (Observa 
que un rectar^trulo ea un caso particular 
de paralelograno. ) Torna la hoja de 
papel, ddblala por la llnea de trazoa y 
c«5rta1a a lo largo de esa llnea, en dos 
partes! ouperponiendo una pleza sobre 
la otrairiuestra que los trlangulos ABP 
y BCD . trfer.en el rrdsno tamaiio. ^Es el 
' area de uno de esos trlangulos Igual a 
la mltad del ax-ea del rectangulo? ilior 

En el problema i de ios ejeartflcl^s slgulentes se te pide que 
repltas la raisma operacldn, utlllzando paralelograraos de dlferentes 
foiKias, 




1. 
3. 



SJerolclos 10-7 

Sefiala varios pares de rectas paralelas en tu salon de c3ase y 
mlde las distar.clas que hay entre ellaa. 

Geuala varios ejemplos de paralelograraos en tu salon de clase. 
iCuales de las slgulentes flguras son- paralelosraraos, suponlendo 
que los segraentos que parecen ser paraleloa, realmente lo sean? 
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4, 



D^buja perpendlculares a las rectas cuyas poslpiones aproxi- 
madaa ae inclitsaji, de Tnane^a We papen por 16s puntos! A ' 
seftalaooa en la f igura. No dlbuj^a, en tu llbro, Utlllza 
una hoja de papel s^arte. ; , , ♦ 



/ •A 



(a) 





5. 



6. 



Dibuja un paralelogramo y recdrtalo culdadosamente slgulendo 
aus ladoa. * Obtlenes as! un tTOzo de papel que representa el 
Interior del paralelogramo. Bibuja una diagonal (una recta 
que une vertices opuestos) y G<9rta el "papel a lo largo de * 
eaa diagonal., Corapara laa dos. plezaa triangulares. ^Qu^ 
coocluyes acerca de esas'plezas triangulares? Replte el 
mismo procedlmlento con otros dos pa^ralelogramos de formas 
distlntas. Escribe un enunclado que^parezca verdadero a 
base de tus experlenclas con este problema. 
En la flgura slgulente se rauestraj^ varies pares de rectas 
paralelas. Toma cada uno de ellos y dlbuja una recta per- 
pendicular a una de las dos rectas de ese par. (No eacribas 
en tu llbro. Copia las rectas ^ papfel aparte, conservs^do 
aproxlmadamente sus poslclones. ^ Laa rectas perpendloulares 
a una paralela, ison tambl^n pcrpen^^culares a la'otra para- 
lela del mlsmo pa,r? 

A 4^ 



(a) 



(b> 



♦ ♦ 
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Las sigulentes preguntas se refjleren 

a un Guadrllatero, como 8e^sugi«re 
en el dibujo* Cada pregtirfta, sin 
emtoeufgo, se refiere a cuadrila- 
tero distlnto. ' 
lo.) es parsilelo a Iff ea 

paralelo a IST tl^e una 

longitud ?le 3 pulgadas yv "^ 

tlene una longitud de 6 pul- 

gadas. ^Cu^ea son las longi- 

' de -IM .y„._de .Wl . . 

es t^ditibi^n el 

.con Junto vaola, tlene Una longitud de k pulgadas y - 

XM es tres vecea mas largo que HT. Halla las longitudes 

de y de • ^ 

(c) in n OK es el conjunto vaclo, pero ^ D 1S no es el 

..conjunto vaclo. iPueden tener dos lados opuestos la mis-*--; 

ma longitud? ^Pueden tener ambos pares de lados opuestos 
♦ ■ esta propledad? (Dlbuja flguras para 'litis trar tus res- 

pueistas. ) - • 

(a) • Copla y con?)leta el sigulente enunclado de una propledad j . 

Si, en un piano, una recta es perpendicular a una de varlas 
rectas par&lelas, entonces es , . • * 



(b) 



lemuestra la propledad. (Debes auponer que una .recta, 
rpendlcular a una de dos paralelas Interseoa a la otra. ) 



10 



*9. Cor. roforoncla al triangvlo 
AEC que se ciuestra.. a la dere- 
oha, su^onte que los segmfentos 
j% son parale--^*' 
^ lo^; que 1^ ^3 par^elo a 
\ TO" ^ y que • WT^ ea paralelo a 

(a)» tia2 iina list a de los para- 
lolcgranos que hay en la 
rirura* (Son 10*) ^* 
' (b)*'\Has una iista (^tiT ios^gegmehtos de^ la figura anterior 
que son^ Gongruentes * eon "ST^ sin medirlos. * • 

(c) ^ iiaz una lista de los segmentos de la figura anterior 

que son congruentes con BE/ sin medlrlos* 

(d) lla^i^ansr iiGt;a de los segmentos de la figura anterior 
lue son congruentes con 'sin m^dirlofe. 




Areas de lo€ par al el pgr aino s ^ de^ los triangulos 
Ur; ouadrilatero' es una f igv.ra 
,de c\a Sit r6*l ados, Todo^cuadril4tero^ * 

cu2^s iados opuestos estan sobre rec- 

tas paralelas ae llarria p alc^alel ogra^ ^ 

lQ\x4 h^s descubierto ya sobre las . 
.longitudes de los lados opuestos de 

un paralelogramo? La figura ABCD* 

do la derocha es un paralelogra»^o* 

iOue pares de lados "-de" esta figura 

son congruentes? 




\ 



On 
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. Cada v4x»i;lce de uA Earalelogramo es el v^rtlce de un angulo 
* cuyo interior contiene al interior del^ paralelogramo. Bn^la fiisura 
^de^la p^ina anterior, el v4rt;ice. X del paralelogramo lo. es.ta;^- 
tol4n del -angulo BAD cuyo interior contiene al interior del para- 
lelogramo. , ^Cu^les son los* oti'os angulos .cuyo interioi^, contiene al 
V ^ del paralelograjno? '^Cuantos 2igulos. c5n eata propiedad hay en 
total? Tales angulos se llaman ).os a^gulos del paraleiogramo. 

Si los lados de ^un paralelpgrafno se prolongan con llneas de 
trazos, como se ve en la figura^iC-S-a, 




Pigura 10-8-a 



hay varios pares de reetas paralelas cortadas por una secante, 
^Cuantas secantas encuentras? • , 

{lopla la flgura lO-8--a, Marca el angulo del paralelogramo 
cuyo v^rtloe esta en A, como se myestra* A este angulo del para- 
lelogrsano..«lo' llamaremos "angulo A". Analogamente, marca el dngu- 
lo B del paralelogramo como se ve en la f igui*a. Marca, como lo 
haa hecho con el angulo A, todos loa angulos de 'la f igura que son 
congrucntcs con cl ^sulo A, Repite la operacidn? con los e^bigulos 
que son congruentes con el angulo B^ En cada oaso Indica la razdn 
que Just if lea la marca* * , • 

Si has procedldo correctamente, deben qwedar marcados todos 
los angulos deterroinados por las rectas d© ?.a figura. Bas^dote 
en los resultados que acabas de. obtener, oompleta las siguientes 
propoalclone;: ' ' . ^ 

m{l-A)^+ m(^B) = f 



* 

ffoplfedad £a. anguloa de vm payalelogramo oorrespondlen - 

' ^ doa ' vertloea con3ecut4.vo8 ao n ? 

. Propledad 6b. Los anguloa de payalelogramo oorreapondlen'' '> 

a doa y^rjblcea opueatoa aon ? 
^D^ ac\;6rdo con l^s xesultadoa'anterlores, ^qu^ pyedea declr 
de un paral^lograiao cuyo ^ A ea rectofT iEat^a aegufo de que ae' 
trata de un rectangulo? (^Recuerd^ia cdmo hallabamos #el Srea 'de 
un rcctingulo en el Capltulo. 8?) SI la flgura nofea un rectanguld, 

^^^l^li^fj^i! y .., no ao n rectos , v uno de ello a. EkjLm.^ngij.l.Q._ 

agudo. , iPor qu^? 5uponte que el angulo agudo es / A. Per el' 
• punto D traza el segmento ^ perpendicular a la baae H del 
paralelogramo, corco a^e ve en la flgura " ' 
a la derecha. Como aabemos que "KD 
y 15" son congruentes, Imaglna que 
el trlangulo AQI5 se mueve riglda- 
iiente, ea decir, sin caiblar de ~ 
tcuTtaao ni de forma, haata to^Raii^ 
la poaleldn" del trlangulg'' -^^C' 
Entonces el punto Q» caera sobre 
una prolongacldn de iCdmo lo 

aabes? * 

. La figura QQ»CC .ea ahora un rectangulp. (iCdmo sabea que 
aus anguloa en C y D «aoh rectoa?) Ademas,"^ el rectangulo 

CD y el paralelogra&tto- ' -JCBCD es taii' "fbrmadoa por "plezas del 
ralamo^^ tarcafSo y, en conaecuencia, , tienen la*inlsina area, de acuerdo 
coifi la»propiedad de la colncl,dencla, Secqldn 1 del Capltulo 7. 
Por conslgxLLente, para hallar el ^rea de un paralelogramo, -3610 
ae neceslta hallar el area de-^n rectangulo^ lo que ya sab^moa 
hacer. SI no recuerdas, revlaalo en el Capltulo B, 

Observa que la base W del paralelogramo es congruente . 
cou el lado del rectangulo. iCdmo sabea que esto ta 

clerto? El lado derl rectangulo es un segmento perpendicular 

a las rectas paralelaa "SS y Tal segmento ae llama una 

^^^^^a <5el paralelogramo respecto a la baae La longltu^ de 

la altura ea la diatancla que hay entre las dos rectas paraj-elas 




y, coTno'ya lo.hemos vis to, es la mlsma cualqulera que sea el sJLtlo 
en (jue se mida. Como consecuencd'^, es lo misrao considerar la al- 
tura q«e paaa- ror D, la que-pasa por G q la que paaa^tor cual- 
quier otro puntp de:^ segmento 13JT. Ademas, cualquier lado de un 
paralelogramo puede ser^considerado como base, . *• 
Baaindote .en la e^osiclqn anterior, copla y completa la 
■ slguiente prqposicldn : "El jitiTOero ,de unidades cuadradaa de area • 
del paralelogramo. es' el ? * del n\5inero de unlUades de longitud 

"""-^pecto de" esa tase. ... 

.Observar que si nn paralelogramd es un rectangulo, las longi- 
tudes de la^ base y de la altura son, simpl'emente/ el "largo" y el 
"ancho" t^el r^ctanguio, resultando as3; igual^el m^todo anterior al 
heraos empleado en el Capltulo 8. - . 

Conaldera un triangulo cual- 

— quiera- ABC,- coKo-se mueatra a la - . - - - 

derecha. Por G y B traza-^ectas 
paralelas a- los segmentos 7C5' y / 
lag.cualea se intersecan en algiSn' / 

punto S. La flgura* 'ABSC es, en- Z 

tonces, un paralelogramo. El seg-* ^ ^ . . ^ 

mento 15^ que pasa por C y es 
perpendicular a la recta ^ s* » 

■-—llama la altxtra >-del j^langulo ABC .respecto de la base IB". La 
longltud^de la altura <3?J es la distancla de C a la recta "S. 
Obperva 'que M > son tambl^n una br-^se y una altura del* para- 

lelograrao. ■ • ..^•''''''"^N^ 

» . En la Seccldn 10-7 has descubierto que las areas de los tri« 
ang\il03 . AH3 y SOB. son iguales. *Goino las dos reglones 'triangu- 
lares -cabren la totalldad del paralelogramo y de su interior, , se . 
•^educ^- que el aa^^dai^iel tri^igulo ABC es la ml tad del area del 
paralelogramo .^ABSG. Usando el m^todo que ya horaos visto para 
.detemlnar* el area del paralelogramo, copla y completa la slgalente 
proposlcldnj. "El nxamero, dq unidades cuadradaa 4el arec^de un tri- 
^gulo es ^ del del niSmero de unidadl^^ de lo^gltud de la 



por el qumero de ^^ni^ades de longitud do la 



respecto 



de eaa base". * • • * 

Como cualquler lado de un trlangulo puede ser coii^iderado 
como base, esta regla. da tres raarieras de enoontrar el area del 
triinguloj ^sto se ilustra en las flguras^sigulenj^es,. dbnde se 
niye^tra un ?r»l:3mo trl^ngulo suoesivamente con sus 3 Xados como 
base: ' ' . 




Q 

BASE AB 
AtTURA QC 



B 



R C A 
BASE AC " 
ALTURA R8 



B 



cs: 



BASE CB~ 
ALTURA SA 



Flgu-ra 10-8-b 



! En la ilu^tracldn ajiterlor, se rauestra el mlsmo trlangulo 
en tres poslclones de manera que en ca*1a caso la base este colo- 
«ada hori2onralr.entu. Esto no es necesarlo, y debea habltuarte 
a Inaglnar las bases y las alturas correspondientes en flistintafi 
po^lc^^nel dlferejs^tes d% la horizontal* / / 




Por ejemplo, hulict-§: sa^do mejor no mover el tri^?i§ii3rt/si:io 
mostrar'los tres c&sos de la raanera aleuaente-* * * 




3 



BASE AB 
ALTURA q5 




BASE 'AC */ 
AtTURA, Ri ; 




»ALTURA SA- 

FigiiLPa 10-8-G 
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• • K.Jerclolos 10-8 • 

1. Holla las a^eas de los {xara^^elo^-am^ q«e muestran a con- 

tlnuaeion, upando- las dimenslones que se Indican. 

-6 




15 m. 



4 



A 



2. 



l^^anclo las dlraenslones que 3(& Indlcan; halla laa ^reaa de loa 
trS^anguloa que muestran a cont3^nu«ei<5nt n*^ ' 



(a) 



(b) 





3. 



, Un J;rldiigul*p rectangulo ^lene dos 

de 3U3 lados de 5 yard^ y' 12 

^'ardas,. reapfectiTSartente, cdhw^'&^ 

mueatra en la flgura. Hilla el 

nUihero d^yardas cuadradas de su 
. j^ea. 

hombre posee un terpen© r^- « 

~~^ansulap..-d£! IBQ -pies por IQQ J_ 

plea, EL terreno tle^e tihia oerca 
que va desde la esquina' A al 
'punto medio M 4pl lado opu^st© 
raia largo, ' cpiao ae, indica. ' 

(a) Halia el area de AEDS.. ,^ ^ 

(b) Halla el. ire« de • to» / . ' . 

(c) Halla el area de AJ^PC. / 

Si b ea el nraaero de unldades. de^a, longitud de la "Base de un 
, paralfilogramo £ ea el inlm§ro/4e unldades de l*a longltu^l de 



a 



r 

* 

/ 



' la altura respect;© de esa basfe/Wacrlbe una proposicldn rxmi- 
^ rlca <iue raujestre como encontr^r el ntimero^ A da i^nldades oua- 
dradas del drea dol- paralelograino. 
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SI b ea el ntSiaero de unldades la longltuQ de la base de un 
trlangulo * h e? el ntjmero ae unldades de la lor^ltud. de la 
altura rfespeoto de esa baae^ e&crlbe una proposiol<Sn "bum^rlca 
que Indique la inanera de encontrar el rS\imQro » A de. unldades 
cuadradas de su*^ea. 

(a) En el dibujo que sigue, mlde y Utlllzando est^s 
■ medldas, halia el ^rea del paralelogsparao. ^ ^ ' 

(b) Hide 135 "Uaando estas medidaa, halla el ^ea del 
paralelogramo, . " 

(c> , ^Goncuexa^'-tua reaultados^ de (a) y -(b)? Gomo la medi- 
\« cidn es aproxiraada, puede ser que no resulten exa'Ctamente 
^\ Iguaies, pera deben ser ntlmeros muy p»5xlinoB. 




(a) Si una figtrra ea un cuadrll^tero,^ ^debe ser un paralelo- 
gramo? Expllca tu respuesta. 

(b) iSe .puede llamar rect^pgulos a todos 3,o8 psiralelogramos? 

- ^cpilca. tu respuestd. ' • * ' ' 

(c) - iSe puede llamar paralelogramo a un cuadrado? E3Q)J.lba tu 

respuesta. * * ' * • C " 

(d) iDeben str cuadril^teros todos los paralelo^ramDB, ree- 
t^ngulos y Guadrados?^ Exf)llca tu ^-^e^puesta. 



9. rar.\ tjt prvhleraa, utSliaa cl d'dbujo sigulehte, haclendo . 
tcKlna Is-; ":'.-d1 cior.es con la r-.prcximscion Qe Xin cuarto de 




i (a) Halla el area del trlangulo ABC, utlllzando Xas 'medldas 

(b) ttalla ol area* del trldngulo ABC, utllizando las medideis 

' de y 



(c) Halla el area^ 4$1 • triangulo ABC, utlllzando laa .inadidas' 
d^ y 

(d) iSon-ttis reaultados de* (a), (b) y (c)'"'los mlsmoa? 
Como en el problema 7, HMeden no ser Id^ntlcoa, pero » 
deben aer numeroa muy prdxlmoa. • * 
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10. 2XFICIL. 
El pararelogramo 
. y el r»ect^g\al^s^, 
que ae nmestran a . 
la dereeha tien'en 
sua bases tSe Igaal 
longltud y al- 
turas respecto <3e, 
^sas bases ' tlener^ 
M ^taroM^n Igual loft-' 

. ' giwa, Dibuja las-* ... 

, flguras en otra hojd *- ^ " 

' de papel. ' ^ecorta el paralelogram© y. 1-uego cdrtal® en pi'ezas 
^ mnera Ciue al 'reunirias forraen $3, r&ct&ngtilp, 
PR03LEMA DIPICIL. Sea QRST un paralelograi^o cualquiera que 
ijo sea un rectangulo. A continuaol(5n se muestra >un poslble 
^ibujo de tal ' paralea^graino^ * Prolonga los segmentos y 
tXFf como se indlca la a*i')cunda flgura. Por los vertices ,Q 
y en los que los dngiiSlot* del pax*alelograino Soi. agudoa, 
traza perpehdlculares -y "2tf. QUSV %s ur recl^gulo. 
Se^ b la me.dida de W," h la raedida de tJIT 2. x la raedida 
de W. ^ ' ^ " , 
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(a) Si la medida (Je ^ es -r x, ^cual es la medlda de.- 

■ 75? .* . > 

fb) iCual es la medida a© ^? " . 

(c) iCual 'ea IsL' medida <ie f?? 

.(d) iGual'*e3 la raedlda de W? ,. " 

(e) , ftCu^l es el drea de QUST^ 

(f) iCual es ei '|^ea''dfel tri^bgtilQ RUS? 

(v) i,Cu^l e3 el area del tri^ja^l^) QVT? . • * 

(h) Medlante Siis resp'.estas (e), (f) ^ (g)-, rauestra." 
que el ^rea de QjRST" esti dada por la proposiUsldn 



lO"-9» Prismas rectos ' - ... ' •/ 

En el Capdttulo 3 has -estxadiado I09 prismas s^ectangulares* 
Ahora estudlaras otifas clases de prismas, ^ Imaglnemoa dos trl- 
dngulos exactamente del mlsmo taniafio y foi^a, aituados en pianos 
paraleloa, Gomo se muestra en la slgulente flgura (trldngulos 
ABC y • A'B'G'). Diremos que los. triangulos qx^e tlenen exacta- 
mente la misma forma y tamafio son congruentes. 
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Si se trazan segmentos que unan los vertices Dorrespondlentes, ae 

obtlenen trea ouadrllateros (pollgonos de euat;ro lados). En el 

caao de nutjstra figura esbos cuadrllateros son ^^'A^, BCC«B< y 

CAA'C», SI ic3 trianguloe estan colocados, uno respecto del otro, 

de tal manera que estos cuadrllateros sean rectangi -is, la flgura * 

J^eaultante se llama un prisma yecto triangular. 

Los sels puntoa* A, B, C, A' , B' y C se llaman los vertices . = 
del prlsrcaj los segmentoa que aparecen en la flgura se llaman aus 
arlstaa , y los Interiorea de los dos triangulos de los extremes y 
de los tres lados rectangularea se llaman sus caras. Para dlstln- 
gulr los Inteiriorea de los dos extremos trlaiigularea de los Inte- 
riorea de los lados rectangulares, ae les llama frecuentemente 
^aaea del prisma. iCuantas arlstas,? vertices y caras hay en un ' 
prisma triangular? 

Es muy poslble que liayas visto algun trozo de vldrlo cuya 
superficle es un prisma triangular. Cuando se le pon? a la luz . ' 
del sol, tal prisma produce el pfpcto de curyar los rayos de luz, 
forraando as! un arco -iris. . / 

Si en vez de usar regioney triangulares corao bases, usaraoa 
reglones llmitadas por otrwrijollgonos, las flguras resultantes, 
son otras clases de prismas. (Revlaa la deflnlcldn de pollgono 
dada en la Seccion 10-7.) Por ejemplo, mira la flgura que ae 
muestra en la aiguiente pagina, en la que los extremos son penta- 
gonos (poligonos de cinco lados) de la ifilsma forma y taraafio, colo- . 
eados en pianos paraleloa de manera que loa cuadril^teros A3B»A», 
BCC»B», etc., sean rectangulos. Esta flgura se llama un prisma 
recto pentagonal . 
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En general, prisma recto es una flgura obtenlda A partlr 
de dos pollgonos congruentes colooados en plsnos paralelos^ de 
tal manera que los segmentos que unen los v^rtlces^ correspondlentes 
de lo3 poll^onos determinen cuadrllateros que sean todoa rectan- 
gulos. El prisma es la reunion de las regiones rectangulares 

m 

cerradas y de las dos r3glone3 pollgonales cerradas. La*s regiones 
rectahgul^res se llaman caras del prismaj los seg^entos se llaman 
arlstas y los puntos en que se intersecan doa o mai3* aristas se 
llaman v^rtlces^ Las bases del prisma son las regiones encerradas 
per los pollgonos originates . 

Las figuras que hemos descrlto se llaman prismas rectos j 
como ya se ha indicado* Despu^s encontraras prismas maa generales^ 
para los cuales los cuadrildteros mencionados pueden ser parale- 
logramos cualesquiera. En" eete capltulo, B±n emoargOj consldera- 
remos solamente prismas rectos, y todas* las veces que peemos la 
palabra' prisma sera para referimoa a prismas rectos, Los prismas 
rectar»gulares tratados en el Capltulo 8 son, simplemente, prismas 
rectos ouyas bases son regiones rectangulares* Esos prismas 
tienen una propiedad muy interesante* Es posible imaginai* un 
prisma rectangular como primna de tres maneras dlferentes, pues 

' - •. Ill 



cada par cl(> carac or.uoctas puoden §or usadas como bases. Ninguna 
oti'a ritT-..^:. ,<lv ;M'r lr;NLt:ir>ad!i -ojio primua rec^Lo de mas de una 

Hn. los «il^\;jV 3 de 1 pi»l£iT.as- du ias pdginas anterlore^ se ha. 
cTvi^o G6r.v-ir.ier.t;? diJ:i;.iar las bases horlzontalmente. Sin embargo, 
no 00 difldil idcr.tlflcar tales figuras c\aando oc\jipan poslciones 
diroror.tes. I'cr ^Jucplo, la siguiente figura' 2^epres©nta un prisma^ 
trlang:\!lar con bas-^s AfiC y A'B'C, aun cuando S3 le presenta • 
apoyado aolr*j una d-i sus caras^ rectangulares. 




Ahord^rr.oc 'i>:or2 ol problema dc- .detcmlnar el volurnen de un 
pi'irna. Vuolvv il 'ratft^ao B y rolee lo que all! se tratd' acerca 
wA volur.oii do un prisma rectangular, Se vlo entonces quel's! el • 
area de la base fXiora 12 unidades cuadradas, entonces, utlllzando 
un total d.- 12 unidades oublcas do volumen (alpunas de las Quales 
podian ^-c'tar suhaivldidas), podemos fomar una capa de.espesor uni- 
dad sot- re ol rondo dol prisma. Gi oi prisma* tuvlera 3^ uni-dades . 
do alto, nec^isltarlamoa 3^ de tales capas para llenarlo, es afecir. 
un total do (llOC?^-) ^^nldadec' ciibicasj relulta asl que ©•! volumen 
es 'i2 unidades cublcas. 

f-:n »'i.:a" dlscusidn no c-ra noccsari© tener en cuenta la form. 
I'^'Gl de la base. Kn cfecto, r.l mlsrao razonaniiento se'apllca al 
calculo del Volumen do cUalquier prisma recto, indfependlentem^nte 
de la foma de la base, ya que se puede' conslderar el volumen/ de 
cual<iulor prisma recto 'ser coiho forn;ado por una serle de cape's 
superpuestas. - 

■ - . . ■ ■ /: 
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Dedufcimoa, pues^ la sisulente conclusions 

El nunero de unldades ciiblcas'de volumen de un prisma 
recto OS el producito del niimero d^ unldades cuadradas del 
area de la base por el nJmero de unldades de>longlt\ad de 
la altura* 

«k * 

En eate enunclado, el termlno altura se reflere a un segmento 
perpendicular a los pianos de las bases y ouyos extremes estdn 
en esos plar.osj. es declr^ es uno cualcjuiera de los segmentoa que 
unen un v^rtlce de una base con su correspondlente v^rtlce de la 
otra base^ Observa *culdadosamente que la suLtura no se consldera 
vertical J salvo que los pianos de las bases esten colocados horir 
zontalmente* En la ultima figura, por ejeraplo, la altura es 
cualquiera de los segmertos , kk^ ^ BB* o GG ' . 

A modo de eJemplOj calculemos el volumen del prisma trlan- 




Como las bases son regiones triangulares, el numero A de pul- 
gadas 'cuadradas de una de ellas es jk = ^(6)(8) = .(v^ la ^ 
Seccldn 10-8)^ re'lsultando el ^rea de 24 pulgadas cuadradas; el 
nuinero de pulgadas de la altura del prisma es 25^ Entonces^ 
en virtud de la conclusion anterior^ el nolmero de pulgadas 
ciSbicas del volumen es 24 ♦ 25 = 600^ de manera que el volumen 
es 600 pulgadas cubicas* » 
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1, Halla el ni5mero de unldades CTibicas de volumen de cada uno de 
loa 'priaTnaa que aiguen; 

lb 

4 l^n 





2 cm. 




2*^ Halla el numero.de unlflj^dea ci5blcas de volumen de cada uno de 
los 'slgulentes prisma^: . / 





lom. 




El area del ^ehta- 
<gono es 21 pulgadas 
cuadradas,' 

3. Las columnas de layfachada de un ediflclo tlenen la foiroa de 
prlamas de 15 plea de alto. Sua basea son h.exagonos de I5 
pulgadaa de. lado. (Un hexigono ea un pollgono de sela lados;) 
Si tuvieraa* que plntar eataa.' col-utnnaa, icuintoa pies cuadrados 
de superficl© tendrfas q\ae plntar en cada colurana? (Observa . 
que laB bat^ea — es declr, loa extremos — ^no ae pin tan. ) 
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^'na tl»>nda de ea2r.p:ina para \m 




(No tomes 



de lar^i^to. E?*^ el dibujo 
ir^dlcan lac nr^edldas de uno 
do sus bxtrdmos* 
(a) Ci la tienda tiene tocho, 

oxtretnos y pi so dci lona, 

^ouanto^j picG cuadrados 

de lor;a se han utlllzado en constn^celon? 
»>n cuenta las costuraa* ) 

Ci lii tienda tlen^e techo ambos extremos de lona, peto 
no tjeno pica, .%oon que cantldad de lona esta hecha? 
iCuantoe* pies ciSbicos do aire hay en el Ijiterior de la 
tloiida? 

% 

Si *i: rcpreaen ta oi* numero de unldaden cuadrad&s de area de 
la base de un prisma, ^ li el nxlTnero de unidades de longltud 
de su al lura, I'^rrnula una propoaici6n en la que ^e indlque la 
rnarjora d*> chcs^ntr^ir el n^Kiero V de unidadea ciibJ \:as- del 

♦ 

voluiner; do ese prisma, * . ^ 

Uri recipienfc>^ de un galdn de capaeidad tiene la foma de un 
jjrl;^.rria di- Vl pul^^adac de alto, > ^Cuantas piilgadas cuadradas 
i.it*t:r la baco? ^Conocos la forma de esa base? (Un gal<Sn ' 
tlcne ii^l ptilgadas cubicas. ) / 

prlnmu trl.^nj:uiar ulene per bj?3e un triangulo rectangulo ^ 
\cuyos lados perpondiculares midon^ uno de ellos 3 pulgadas 
y el otro ^ ' pule>adas* Si el prisTna tiene 20 pulgadas de 
alto, icudl es gu voluti^en en pulga^ias cubicas? ' 
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8. Se ha ponstruido .una canaleta 
. • con ia forma de un prisma tri 

angular tijando entre al, en 
ingulo f^cto, .dos" cablas y » 
ponl^ndole' extremes. Si sua 
medidas Interlore^ son 6 
pulgada? y si la canaleta 
tlene 12 pies d& largo, corao 
se muestra en la flgura, ^cia^n- 
toa pies cubicos de agua puede 
contener? > « * 

9. . Construye- modelos en -c&rtullna de prismas triangulares y penta- 

gonales. I^ibuja tu mlsmo los croqiJls en la cartullna y si no 
puedes, utillza los ide las paglnas alg\ilentes, 
10. ^Cuantaa aristas, caras y ❖^rtices hay en un prisma triangular? 
en uij jpri^ma pentagonal? en un prisma hexagonal (6 
lados)? iY ^n un "prisma octogonai {8 lados)? , ' 
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Croquls de un prisma triangular' 
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• ' El^ C^ltulo 10 * trata* extsnaooaente algunas 3?elaciones 
que exlsten entre las* rectas'de un piano. La Seccl<5n 10-1 s« 
feflere a las propledades doa ractae.en \in piano. En ella 
86 c'onslderan . pares de &ig«los llaaados opwastos ^or el v^i-tlce 
y a.e establece la aiguiente propledad: ^ 
Propledad U SI doa rectaa ae Interaecan, loa ^glngulos • 
opueatoa por el vertice forman pares de 
feguloa Qongru antes* 
£n esta inlsma sfeccldn se han astudlado tambi^n los ^inguXoa 
adyacentea y los ^ngulos auplementarlos. 

La Seccadn.lO-2 trata de' laa pi:»opledades de tres rectas 
en un piano, Introduclendo las ideas de aeeante y de pares de 
Ingul6s cori»espondientes. iRecuerdas las diferentes clasea de 
f iguras que se pueden foxroar trazando ti»es rectal en un piano? 

En la Seccldn 10-3, se utlllzd lo aprendldo en las Seeciones 
1 \y 2 para "averlguar dos propledades Importantes j 

' Propledad Z» SI , en un piano, una aeaafttie Interseoa a dos 

rectaa- un par de £»gulos co3:ye8pondlente8 
no B<yi congruentea, entonces eaaa rectaa se 
Interseoan, 

Propledad 2a« SI , en lan piano, una aecggte Interseca a do's 
rectas HI PO^ <3e inguloa correspondlentes 
« ^ son eongruentes, entonces * eaaa rectas son 
paralelaa. 

En el lenguaje de loa conjuntos, la propledad 2 se reflere 
a dos i^ctas cuya inter sec cldn no es el con Junto vaclo, mientras 
la propledad 2a se refiere a dos rectas cuya interseooi^Sn ee el 
con junto vaclo. 

fin la Seo<syJ.6n 10~i|- .ae anallzaron I09 enunciados recfprocos, 
Se dleron ejemplos para mostrar que el reclproco de un enunclado 
verdadero puede ser vea^dadero^y que el reclproco* de otro entijaclado, 
verdadero puede ser false* Se te pldid que escribleras* reclproeas 
de laa propledades 2 y 2a, coin:),^ algue : 
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R*?c3CprQ(?^& de la propleaad 2_. SI, en un piano , una sec ante 

intferseca a 'doa rectas no paralela's ^ entonoes , 
l03 a nguloa correapondlent'es no sen congrojentes . 
* Reclp'roca do la propledtaci 2a. SI, en, un plano ^ una 'secant© 

Intepseca a dos rectas paralelaa , entonces lo? 
BTif^-utloB de cualquler par die &igulos corgespon - 
* . dfentea son congruentea , 

Reeordaras que has er^ntrado que arafcas reclp3?ocas e'ran ver- . 
daderas. 

En ia 2eccl6n 10^5 ae ban InL^odicldo nombres^ para. las dlfe- 
-rer/.ea clases de trlangulos: is<5sceles, equila1?erwa y e*scalenos. 
Se Hainan trlangulos escal^noa a loa que no tienen nlngun par de • 
ladoa congruentes. Los trlangulos is6sGeles son aquellos que 
.tienen por lo r^enoa doa lados congpu^ntes, y se denoinlnan trlan- 
gulos equilateroa a los trlangulos Isdsceles especlalea para l*os 
cualea loa trea lados son congruentes. En esa seccion descubrl*- 
moa la propiedad de loa trlangulos , Isdscelea que enuncifamos mas 
5.bajo y encontrarsoa que su reclproca tambldn es verdadei-a. 

Propiedad 2» ^ dos lados de un trldngulo son . -congruentes , 
entoncea loa angulos opuestoa a estoa lados * 
•aon congmientea. 
Reclproca do la propiedad 3 . Si d'oa Angulos de un trlangulo 
' aon congruentes , entoncea los lados opuestoa a 
^ Q^^QS angulos son congruentes. 

En la Socuidn 10-6 hemoa obaervado que: - ' 
: I'yopig'^ad La auma de las medidaa , en gradosj de los Angu - 
los de cualquler trlangul^ ea i8q. 
Cbtuv:^ste esta propiedad utijfizando el iJetodo Indue tlvo de 
razonamiento cuancla arrancaste laia eaqulnas de una regldn triangu- 
lar y laa ^olocaate como angulos' adyacentea, Aprendiste tambl^n 
^ a- demoatrar e^ta propiedad por 4l m^todo deductlvo cuando utili- 
gaste propledadea antes deroostradas pai*a hacer ver que 

m(/ x)^ + m(/ y) + m{2 z) = l8b 

.donde ^ x, / y ^ / z representan los &igulos de un trl^gulo. 
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« 

El paralelogr&mo estudlado ervla Sec6i<5n 10-7 pertenece 
a un conjunto especial polij^onos llaroados cuadrlSlateroa.. 
iBeouerda'a lo que slgnlfica CM|idrllatero? par^lel^^ramo s 
perteneoe^ al conjunto especial sae cuadrll^ite^B cuyos segnaen^Qs 
opufestOB eatan sobre rectaa paraiel^s. . • -. , ^ 

Pyopledad ^. Los jLados opuestoa j3e un paa3algl4)eraino . ^on 
' * ' . paraleldiit. jr congruentes. * * 

Tambi^n has aprenflldo en es1;a seccidn el sejmento ^^s ^ 
corto un punto a una recta ©s.el que ee pej^pendlculgr.a la <- 
•recta, y que la dlstancla entre-dos rectas paralelas es. constante. 

En la Seccldn 10-8 se Intjrodujeron dos propledadeB refe- 
•rentes a loa ^ang^j^losuie w paralelogramo: ^ . , * * 

Propledad 6^a * Los ^guloa de un pa^al^logrc^o correspori r 
dientea a vertices "consecutlvos son auple- 

propledad 6b ^ Los' anguloa de un paral elogramo ^orreapoft* - 

dlentea a , vertices'' opuestos son congruentea^ 
En esta seccldri h^s usado tambi^n ciartaa 'propladades de^ 
los paralelogramos -psofa encontrar laa f<5r®ulas 4^ l^is areas de 
un paralel6gpamp ,y de» ra trianguio: 

(a) *E1 ntimero de un3^dades cuadradas dpi area de un para- 
1 elogramo es el producto del raSmerp de unidades^ d« . 
- longitud de la base por el numero de unidades de Ion- 
\ • gitud de.la altura reppecto de esa'base* 

, (b) El riumero de tinldades cuadradas d^l area ^e un ta?!- * 
angulo es la ml tad del producto t del nilmero de unldades^ 
de longltud de la base por el ntira^t^o de unidadea de 
longitud de la altura respecto de esa base. 

La Seccidn 10-9 trata de los vol^menes de los jjrlsmas y^e^^ 
tiQn^ ampllando lo aprendldo sobre los prismas rectapi^lares.en 
el Capftulo 8. Has apreildldo a. hallar fl volumen del Interior 
de cualquier prisma recto t < ^ ' 
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.El mtmei»o -de uniOiaQ. ci5bicas d&l volumen^de'un prlarasf 
s^ecto •©» el producto del niimero de unlda'dea cuadt'adaa del 
Area de la base por el, ntSmero de unldadea de longlttad de la 
altura. ' . , * ' . 



10-11. Kota histdrica ^ - 

— , _ ^ ■ ^ ^ ^ 

Algunas de lag ■'deaa geom^trlc^s del. Capltulo 10 fuei^jn dea- 
'"---^ubiertaa por los.egipclos y los babllonloa hace unos 4,00(9 SfXoa. 
Por ejemplo^ablan cdrao encontrar el jarea de un tri^ngulJ'y latlll- 
zaban estreconocimlento p^^ rnedlr los terrenes. . • 

Se atribwye a Thales, menclonado en la Seccidn 10-2, el descia- 
b'rlntionto de que los ^«los de la base de un trlangulo isdsceles 
3j3n Iguales. Parece clerto tamblln que Thales conocfa'que la suraa 
de las medldas, en graded, de los anguloa, de un triangUlo ea l8o, 
* .Hubo muchoa otr©3 inateinat4coa griegoa f ainoaos. Sub -trabajoa 
lograron para,Gr§ci^'el noftibre d^ "cuna de los eonoclmlentos", 
No& referlremoa^brevemente a algunos de ellos, PitjSgoras (569 ? - 
. . 500 a, de J. C) organize escuelaa en Crotona, al sur de 3:tal3,a,- 
t que conirlbuyeron posterlorjuente al progreso del eatudlo deala 
geometrla, HI prdxlmo a^o estudlarda algunos de los de'scubrl-- 
mlentoa que se le"*aj:rlbuyen, • Euclldea (365> ? n 300 ? a. de J.C, ) 
, se hlzo famoao.^esbrlbiendo. uno de los prlineros .extos dfe geometrla 
, llamado loa ^ElementQa, Este libro de texto se tradujo a muchoa 
. Idioraas y se lo^u>s<5, sin h£«jdrsele camblos !no tables, para enseftar 
la geometrla durante unos 2,000 aflos, . Aunque- su forma ha sido 
moderijizada. un poco para satl-^facer las necesldad^ presentee, 
. . todas laa propiedadea que hemoa estudlado en este 'capltulo puaden 
enccntrarae en los TSlementos. 

Desde el aiglci VII hasta el slglq ^OII se progresd rauy poco 
en laa jnatemata,cas4 Desde el" slglo XIII, aln embargo, los estudlos 
^ de la geometrla y ,de oi:ras ramas de las mateipaticas ae dlfjind^on 
por tqda Europa. fba matematlcoa coEjienzaron a examlnar nuevo^^,^ 
camlnos para estudlar las mat emetic as elementalea, A medlda que 
continues bus estudlos de-matdmatlcas, aprendferas al<50 acerca de 

/ 



laa olri-c; ci.- horr^lroc coir,o Kond Icccartec (lS9*" - "J'-f-O* I'>ancla)j 
Blaise i-asc&l ( - H'tH, Francla)j Pierre Fermat (l601 - 

Franeia); Karl I-'rledorich Gauss (1776 - 1SSS«, Alemania); 
y de otros r.as. , • , 

Er. la act\;alifiad se estan haciendo inuchos nuevos descubrl- 
mlentos matematlcos en varlas' partes del tnundo, -^Hay a\m muchos 
pTOllemas inportantes por i*esolver en la geom^trla, Gomo ejemplo, 
3upv>rit,:? iue tlenes un montdn do bolltas, Irodas exactamente del 
raismo taratio, ^ ? C6mo puedes ponerlas dentro de in reciplente 
grande do la nejor itanera posible?, es decir, de tal forma que 
luepa el ruaxlmo nuir.ero do bolitas en el volumen dado^ ftedle lo 
sabe aiin* Conocemos muy buenas maneras de pon^r las bolitas 
dentro del deposlto, pero nunca se ha ^emostrado que una de 
ellas es Iqi me^^or manera poalble* 

Ori^lnalnente la palabra eeornetrla slgnlflcaba 6l estudlo 
de las r.edldas de los terrenos* *'Gooxetria^^ viene- de las dos 
palabras griegas: geo ^ que Bignlflca tierra, y metrla; que 
significa medicidn* Sn el transcurso de los aftos, la-geometrla 
se ha oonvertldo en el estudlo de eler.entos t^les como puntos^ ^ 
reetas, i lanos, el espaclo^ superficies sdlldos* Estos die- « 
mentos se .:san para descrlblr la forma, ^el tamafio, la poslcion 
y las relaclones entre los objetos en el espaclo\ 



Capltulo ir 

■TP. 

CIRCUNFERENCIAS Y CIRGULOS 

Una de las curvas simples cerradas mas comunes es la clrcun- 
ferencla. No importa " donde estes, es pbslble que encuentrea sl^m- 
pre algtSn objeto que te suglera una clrcunferencla. ^Puedes hallar 
alguno en tu salon 'de clase, ahora? Sefiala tantos como j)uedas en 
tu casa. Jiay una Vqircunferencla'' para Ihdlcar el translto cerca 
de tu escuela. iPlensas que una clrcunferencla es una flgura con- 
venier^te para usarla de este modo? ' . ' * 

En el Capltulo has estudlado algo de las cr&N/as simples 
cerradas. En capltulos posteriores has visto algunas de las carac- 
terlstlcas de varias clases de eurvas simples cerradas, tales como 
paralelogramos, rectangulos y trlangulos. En este capltulo estu- 
dlaras algunas de las propiedades de la clrcunferencla como flgura 
matematica. 

Ya sabes que s'e puede Imaginar una recta o una curva simple 
cerrada cono un con junto de puntos, Veamos ahora como se pu'ede 
descrlblr una clrcunferencla como conrjunto de puntos. 

"ft 

I'a clrcunferencla y el compas 
Toma un punto cerca del centro de una hoja de papel. Marcalo 
con la.'letra P. Luego, vali^ndote de una regla y. un laplz, raarca 

« 

por lo raenos diez puntos, cada uno dv? ello,s. §. una dl^tancia de 5 
pulgadas de P. ig^6 flgura te suglereh estos puntos? SI has 
colocado los dies puntos en varias dlrecclones que parten de P, 
to suglereh una clrcunferencla. 

Para dlbujar una clrcunferencla completa, usas un compas. 
Probablemente ya estas famlllarlzado con el compas como un instru- 
mento para dlbujar clrcunfe^penciaa. Para dlbujar una clrcunferen- 
cla 0t>n un compas, ajusta los brazos del compas de manera que la " 
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dlijtancia entre* la punta raetallca y la 
punta del laplz sea la distancla deseada, 
que en este hasp es de 3 pulgadas. 
Colocat 1* punta metallca del congas en 
el punto P, que has dlbujado previa - 
meijite en tu hoja de papel. |No mueva's 
la punta del compas mlentras dlbujasl 
Gira el corapas . alrededor del punto^ P 
de manera que la punta del lapl^ dlbu- 
Je una curva. Sost^h el compas entre 
el pulgar y el Jndlce como se mue^tra 
en ;ia f Igura, y mlentras haces ento^ glra lateralmente el compas 
en la mlsma dlrencldn en que haces avarizar la punta del lapizl 
Cuando* la punta jclel laplz llegue nue^amente al punto de partida, 
has completado el dlbujo de *una olrcunf erencla* iEb la clrcun- 
f erencla una curva- simple cerrada? ^Concuerda tu dibujo con la 
deacripddn de curva ^Unple cerrada dada en el Capltulo 4? Si 
has altug.do los dlez puntos culdadosajnente, tu dltoujb de la 
circunferencia pasara por cada uno de ellos. 

En tu clrcunferencla, el punto P es el centro de la clrcun 
f erencla* Toma cualqulei^ de los puntos. que has colocado*a la 
dlstan<ila de 3 pulgadas de P y llamalo MLbu,1a un aegmento 

que una T y P, como se muestra 
en la flgura de la derecha* W 
tlen0 la longltud de 3 pulgadas* 
Esta clrcunf erencla puede llamarse 
**clrcunf erencla P'% con lo que se 
Indlca que la clycunf erencla tlene 
por centro el pmito P. A veces 
designamos una curva simple cerrada 
con una sola letraj por ejemplo, 
"clrcunf erencla C"* Cuando decl- 
moa "clrcunf erencla C", C no 

1 0- 

representa solo un punto de la 
clrcunf erencla, alno la clrcun- 
fer**ncia completa* 
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El segmento W se llama un yadlo de la clrcunferencla. Un 
radio ea cualqiiier segmento de recta que una el centro P "con un 
punto de la cir.cunferencia. Dituja. un aegundo radio y llinalo 
?T y W aon .radios de la cirounferencia. ^Ch^antos radios .puede 
tener una clrcunferencla? • . ^ * 

/ Tamblen uaamos la palabra "radio" con otro slgnif icado t como 
disttncla del centro a cSalquler. punto de la clrcunferencia. E^. 
.radio de 14 clrcunferencla que haa dlbujado nilde 5 pulgadaa. Hay 
exactaisente \ina dlstancla que ea "al radio de una cirounferencia", 
pero "un" radio puede ser cualquler segmento de recta que tenga 
uno de sua extremes en el centro y el otro en cualquler punto de 
la Glrcunferencia. 

Vuelve a tu flgura, toma cual- 
quler punto en el interior de la 
clrcunferencla y llartialo X. Dlbu- 

-r-,-fc| 

'j£i el rayo ?X, y sobre el mlde una 
dlstancla de 3 pulgadas a partir 
de 1'. El punto 'que obtlenes 
debera eatiar sobre la clrcunferencla. 
"Llamalo S. lEs ?2" un radio de la 
clrcunferencla? 

Podemos ahora descrlbir una clrcunferencla como un conjunto 
de puntos. La clrcunferencla con centro P y radio r unidades, 
ea el conjunto de ' todos los puntos de un pl'aino que eat^i a la 
dlstancla r de P. 
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El compas puede ^ervlr*^t^*nl5i^n para transporter ^<3Astancl as* 

Tra's^a^una recta t y marca sobr^" ella dos ptantos^ P y ^R* '^ 

Dibuja un segjfnento ' ICfe cualquiera en tu hoja papel^ Sin 

^itlllzar \ana regla para^medir la longitiid de 'M, qiieremos en- 

coiitrar un punto Q aobre M tol que la longitud^de W sea 

la mlsma que la longltud de 705* AJUBta los brasos devbu compas 

co:iO so rauestra en la figura slguiente, de*manera que I4 punta 

met^llca estt^ sobre A y 2a punt^t del Idplz est^ sobre 

Luego^ sin' camblar la abertura de los ^brazes del comp^s^ trans- 

portalo hasta colocar la punta metdlica en Bibuja luego^ 

una partecita de 'circunferencla que corte al rayo slempre 

sln^bamblar la aberturta de los brazos iel compas* 

• 'a 




Deslgna con^ la lotra Q el pun to de l;iterBeccl<5n» Entonces la 
long^itud de es^ la mlsma que la longltud de ISl * 

E^ercl<:^los 11-1 

t *En los problemas que slguen^ practlcar^ el ^so del compas 
para dlbujar clrcunferencias y transportar dlstan<;ias» Lee 
cuidados^^te las instrucclones* Marca cada punto,* clrcun- 
ferencla o segmento de recta de tu dlbujo antes de seguir con 
la dlrectlva^ irjnedlata. 



I 
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U (a) r.ii-ca ur. > ci. iioja de papel. Blbuja una 

ciroi;nrorencia eon "centpo P y radio* 7 cm. Llamala 

<b) Toma ur. puntp ,^ sobre la elreunferenela C. Dlbuja- una 

<5lr<iur.fei>en(:ia con centro "en Q y radio 3. «S chn, 
(o) Dlbuja uYta cirounfei^encia con centre en P y ra<aio 

(d) iCuil pai'^oce ser la intersoecidn de las dos ultimas clr*-^ 

o^nfe^encias? ^ ^ 

La alruionte fit^vira te proporcior.ara alc^Jios datos para este 
prurlona* oi^3v:o las Inst^rucciones que se daii despu^^s de la 

i • p * ' an ' • s 

■ <r- . -^.^ ■ . Z . ^ 



{a) rib\;,!a una recta vertical de unas 6 piJlgadas de largo, 
cerqa del centro ae una hoja de ^papel, y llaraala m. ^ ' 
'rona ur. pur.ro A en la parte inferior de la recta. 

(t) "tiliaa ol compaa y aitiia sobre la recta m un punto B 
eneinia d«i A, de nianera que - AB = PQ. (Observa que "AB", 
sin nlVigun, sinibolo encima, slgnlfica "la medida del seg- 
rr^-^.to aF'. ) . * * , . 

(•:) "oire la recta m, toma un punto E de manera.qut; est^ 
Oiiolna d.' Ay isea AE = PR. 

td) 3obre la recta m, rcarca un punto P encima d£ A, de 
raanera i}ue AP PS, . " 

(e) Plbuja una clrcunforencia de centro B y radio BP. . 

(f) ol tu dibujo ea bastaiite preclao, estarart sobre la circun- 
forenciavdos do los nnntos ant.er.1o?Tnente marcadoa. ^Cuales 
son eaos puntos? • •■ . ' ' 
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a) Dlbuja do3 .rectas, y ig, que se Intersequen y no 
aean perpendiculares. (Observa que hemos deslgnado a 
ambas rectas con la misma letra, pero despu^a cle las 
' letras y un poco mas abajo, hemos escrlto numeralea 
dlf erentes. Recoivaarda que tales nunjerales ae llaman 
"sublndices"» se .lee "£ sub uno", o tarabl<ln 

. "i uno". * ^9 se lee sub dos".) ♦ . 



ib) Llama B al punto de interseccldn de y ig, Dlbu- 

" J a una clrcunferencia de radio 1 pulgada que tenga a 
B como oexjtro. 

(c) Marca con laa letras R y S laa Intersecclones de la 
crlrcunfer^ncla coii la recta y con las letraa T 

5 e Y las mtersecclonea de la clrcianferenola con la 

(d) Dibu ja I??, iST y jDe qu^ clase pat>ece ser la 
flgura RTSY? « . ' 

'Dlbuja una recta Jt y marca'sobre ella dos puntos, X- « . Y, 
que dlsten entre si 1 pulgada. 

(a) 3M.bu ja *la clrcunferencia de centre X y que pasa 
por » 

(b) Dlbuja la circunferenoia de.centro Y y que pasa 
por ^ ♦ * 

(c) Marca con 2 la otra Interseccidn de la o^rcunferencia 
Cg con la recta i* . * 

(d) Dlbuja la clrcunferencia de centro Z y que pasa * 
/ poV X. ^ 

(e) iCdmo es H 

(f) 6G<5ino es f\ C^, 



5 
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. (a) Dlbuja dips rectas, y ig, que se InterSkCciuen, y llama 
B SIX Intersecclcjn,* * * 

(b) Tpma un puJnto A de. i^. .y ^Jh punto C* "de jg, de mantra 
<5ue la longitud de • SI .sea dlfererjte de Ib. longltud de . , 

wj, - • 

(c) Jtillza el compaa para maroar un punto sobre J^, de 
manera que no 'est^ sobre BA, y sea A^B a AiP. • ' 

(d) Tom|i un punto abbre que^ no est 6 sobre b5, y ' * 
• tal que BC^ « BC. " 

(e.) Dibuja IC, ItTj", y^ Xjtr^. ^Qu^ clase de f igura 

i 

■ pare^e ser AGA'-^O^? 



"'''.'"2. Interlopes e Intersecclones 

Como la clrcunferencla es una curva simple cerrada, ^tiene un' 
interior y un exterior* Supongainos que tenenios una clreunferencla 
de centre P y de radio r uni- _ 
.dades. Un punto tal como A*, 
dentro de la clrcunferencla, eata 
a-u'na dlstancia AP menor que .r 
lanldades^ mlentras que todo punto 

B fuera de la cirounf erenclat \ / *m 

«dl8ta de P .mas de r unldades* 

En el caso de la clrcunrerencla * * ^ 

resulta facll describli* <?on precisl<5n su interior y au exterior. 
El interior ea el conjunto de todos los puntos que' diatan de P 
•menos de r unldades. El exterior es el conjunto de, todos iba 
puntos que dlstan de . P mds de r unldades. 

Kemos utilizado con frecuenciat la noci6^ de interseccldn de 
dos conjuntbs. lia circunferenci|i ea un ejempio de un conjunto de 
puntos.' ^ consecuencia, podemos proponer proTDlemas de Inter- 
secfelones 'que se refleran a clrcunferenclaB. 
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Torteraoa un pun to P y . un 
a^gmento dc recfa cle longltud" ' 
oualqulera. Dlbujemos la clrcun- 
ferenala Ue aenzx'O P y c\ayo radio 
aea igual a <%e segmento. Utili- 
zandQ-el compos, haz el dlbujo.. en 
una lioja cle pi^pel. Tu.dlbnjo debe 
parecei'se a la flgura de la derecha* 

Luego tomemoB un ptanto cujal^ 
qulera Q aofcre la clreimferencia* 
(Deapu^s de-haberlo escogido, la 
flgura se parecera a la de la 
derecha^ I 

• . iCuantos puntos de la clrcun- 
ferenoia os'tan tambler/ sobre el 
rayo P^? Para ayudarte a respon- 
dfer a esta pregunta pued^s ti^azar * 
el rayo en tu pap«l. En tal caso * 
tu flgura deberla ser seme' J ante a 
la que aparece adjunta, " ^ 

( En general', • debes hfabl'tuarte .a escrlblr o dlbujar'en el 
papel* todo lo que necealtes para fentender las ideas que est^a 
eatudlando* Ocaorva qdmo lo hemos^ hecho, paso a paso, en * 
huestra exposScidn. ^Slgue ^sta sugerencla en todo 1© que resta 
del caplfculo. ) \ ' ' n * , ' 

•Para la'ralsma sltu^cldn del- parra^Po anterior, ^ouantos 
puntos de la clrcunferencla estan tamblen sobre el rayo *QP? " 
(iHas dlbujado el rayo Q? antes de Intentar la re&pueata?) 
ASlentea Ih. neceoldad de i|iarcar uno o mis puntt>B de los que 
,h(i?moa seflalado haat^- ahora? .^Puedes descrlblr culdadoaamente 
(en palabras) JXa sltuacidn de los puntos nuevos qufe crees se 
deben 'marcar? . • " . . 
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Ahora aorabraa el, interior de . 
la circunferencia ccmo se muestra 
en la figura. iCuil es la reunidn 
de la clroimfereiicla y d« inte-, 
• rior'? En el Capltulo. 8 hemos 11a- 
mado "x*egl<5n cerrada" a la reuni"«3n 
de una curva simple y de su Inte- 
a«»lor. La reunidn de la clrcun- 
ferencia y de su Interior es una * 
regldn cl3?cfUlar cerrada , o 'un clr - > 

culo. ' El c^njunto de todos los puntos que" estian o bien en el 
Interior de l^a curva o sobre ella, es la reunion -de la circun- 
fcrencla y su interior. Otra manera de-imaglnai' la reunion de 
la cif^cunferencia y de su Interior es la slguiente: . .* * 

Estia 'reunion es el .conji^nto' de todos Ips puntos cuya dis-^ 
tancla al centre P es^ igual b menor que el radio de la; ^ 
clrcunferencl'a. ' * ' . i 

,iCudll es la Interseccldn de 3.a oircunferenci^ y de.su inte-^ - 
rior? Nlngun pun to de la circunferencia eatd tambien en el inte- 
rior de la misma. Declmos que la Intersefecidn de la oirbunferen'- 
cla y de su Interior es.el con Junto va<5lp. * • . ^ 

Representemos por It al clrculo^ ea, decir !aj|^*a reunldn de ,la^ 
■ circunferencia eon au* interior* ^Cu^l es la Interseccldn del con- 
Junto y con la recta ^Por qu4 es Y n ^« muy diferente 
de la IntersecGidn de con la clrcunferejnicdja? 

JEn la.flg\ira de la derecha, 
^ el puhto P es el ceatro de la 
clrcunf erencla* "^os puntos 

B y G . est&fx sobre la circun- 
ferencia* La Interseccidn de 

conslste en el punto P, y 
es perpendicula? a BG. Slgue 
esfcas instrucciones para copiar la • 

\ 




f igura en una hoja de^ papel : '» . i - 

U Dlbuja la oircunferencla con un cbrapaa, marca 3u cantro' y 

ll^alo P. . ' 

8, Blbuja una recta que pase por P. Marca con A y B sus 
: puntcne de Intersex cidn con la clrcunferencla. 

3, Utilllza un limbo graduado para dlbu^ar un dngulo recto, y 
traza una recta pex^endicular a is: Marca con i? y, 0 
Ids puntos de . interseccl6n de la recta con la clrcunf erencla. 

4» Sombrea el semlplano que contiene'a - F y cuya frontera -es 
IS '(Seria bueno que utlllcea un Idplz de color para el som- 
b^eado. SI no tlenes un laplz de color, sombijfia^llgeraiaente 
con tu laplz negro. ) «♦ ' 

llamemoa H a eate aemipl'ano piM:'tlGular. Ahora responde a las - 
aigulentes preguntas: «^ , ' ^ . - 

. {a) iCual es la i^terseccldn del eemlplano H con la clrcun- 
f erencia? * \ • > 

(b) iPertenece el punto A a eat'a lntersecci<5n? ^Pertenece 
a ell a el punto ' G ? ,^1 punto P? H el-punto P? 
» (c) iPuedes contar todos los puntos que pertenecena esta 
Interseccidn? Expllca por qu^ si o por qu^ no. V ' 
Toma doa puntoa de la clrcunCerencla qjue tambl^n pertenezcaj:^ 
al Interior del angulo BPP, y llamalos M y N, 'De .igual manera 
toma'un punto, al cual llamaraaoa K, "que pertenezca a la circun- 
ferenc;la y eat^ en el interior del.^ngulo APP. 

(d) iCudl ea .la interseccitSn de la cirqunferencia y el ingulo 
• , MKN? ' . ■ 

(e) iCual es la Interaeccidn del interior de la cirgunfe- 
rencia eon 61 interior del . Angulo MKN* * 



•U Sea , C unabclrcunferencla de centre P y radio r, unidades. 
.\ Sea S otro punto cualqfiiera en el piano de la oircunferencla. 
(•^j,Vaa dltouj^do'la rigura, pasd a paao, a medlda que la des- 
cribe el problema?) 

(a) ^Cusbtoa .puntoa pertenecen a la fnterseccl<5p de la clreun- 
ferencla C y el rayo P?? 

(b) iCuantos puntoa pertenecen al conjunto C f) 

(c) iDe^enden tus respuestaa a (a) y (b) de la manera 
corao hayaa escogldo el ^unto S? 

. (d) iCuAntos puntoa pertenecen al conjunto G H "IR?? jDepende 
esta reapueata de la eleccldn de S? Si es asl, icdmo? 

2, "En un piano, i,puede haber dos clrconferencias cuyef Interse^cidn 
conslsta exactamente en un punto? ' 

3, Toma dos punto8*y m^rcalos P y Q. Dlbuja dos clrcijnferen- 
' * . ... 

claa con centro en P de manera que Q ' ,eat^ en el exterior . 

de una de ellas y en el interio'r de la otra« Marca la.prl- 
mera cori C y la aegunda con D, 
l^. Sn la flgura de la derecha, sea 
/^l el semiplano de en que 

eat a Sea 'J el semiplano , 

en, que est^ . B» 

(aj iCual es el con Junto h! f\ J? ^ 

(b) iCudl es la Interaecclon de los 
tres con Juntos, H y la clrcunferencia? 

(c) iTe suglere -el dlagrama que la clrcunferencia ha sido 
sepa.rada en -lo qu* podrla3s^s llamar euadr&nteat Si pa 
aai, ipuedea deacriblr varlas de esas porclonea? 

Jd) iPuedes encontrar uria pbrcldn que pueda llamar semi- 
' clrcunfeyencla? ^J^^^dea descrlblrla en el 3tenguaje de 
laa intersecclones o reunlonef de conjuntps? iPuedea 
identlficar varlas de tales porclones? ^Hay mas de dqs?, 
% . Toma dos puntos dlstin,toa P y Q. Blbuja la clrcunferenela 
cuyo centro es P y cu^o radio es Luego dlbuja la ^ 




clrtun^erencla do centro Q ,de manera que P est^ aobre 
ella. ' ^ . . . . ^ 

(a) iCxidl es la Irftersecoidn de.las dos clrcunferenclas'? 

(b) ^.Puecies dlbujar una ifftcta que-pase por todos los'^untos 
<Je Inte^seccldn'^dB'i'as dos clrcunferenciaa? ^Puedea 
difcujar^mas dfe ^una de tales rectaa? i?oj> qn4^ 

(c) * Sombrea en tu dibujo la Interseccidn de loe dos clrcu~ 

loL. (SI tlenes un lapiz de color a manp, tisalo paita 
sorabreap; si, no lo ti^dies, usa tu liplz ordine^lo'y . 
soisbrea llgeramente, ) 

(d) (Para esta.part§, \iaa-un Mpo dlferente de sombreo o 
urt laplz de otro color. ) Sombraa la I'ntersec&ldn del 

* * * * 

interior de la cirounf evencia tiuyo centro es * -P y del 
exterior d^:^ la* clrcunferencla cuyo centre es Q» '(Antes 
^ de sombre^r la intarseccidri^v puede resultarte oonve- 
nlente marcar por aeparado los doa conjuntoa cuya Inter- 
secelon ae de^&ea, ) 

(e) Has .otra Gopia de la *figura qxjie mufestre Jas dos clrcun- 
ferencla3, y parca'en ella la reunidn de los interiorec 
de las dos cirounferencias* 

Cas dos eircunferencias^ qiae se 
muestran a la derecha est^n colo- 
eadas en un mismo piano y tlenen 
un.mlsmo oen.tro, P. Las clrct^n- 
ferenclas que tienen el mlsmo 
centro se llaman conc^ntrlcaSa 

(EnJlaa ruedaS de los awtomdvlles, . # 

el )>orde de la rueda y el todrde clrcular^del neum^tic<^ son 
ejenipXos^de clrcupforenclas concdntricas* Si lansas una 
piedra a un estanque de agua, las ondas circulares que se 
forraan son tamblen e jempl'os de *circunf ei^nclas .conc^htricas. ) 

(a) Pescribe la intersccfiign de la circunferencla con 
la /circunfereneia B, * * 

(b) Describe verbalmente" la region sombreada, empleando 
palabras t'alea corao "Interseccldn^'j- "exterior", etc. 
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Reflr^eivdonos a la flRura del .jroblema 6, ^cual serla la, 
> , • . • • 
^ manera maa simple da descrlblr la Intersecclon de loa' ex- 

terlo^'ea de las dos clrcunfli»Qncia3?. •* 

Eh la ftgura d^ la derecha,yea. . 

centro de cada uAa de las clr- 

' cunfefenclaa esfca 'sobre la otra. 

Copla la ri^ura en un^ JhotJa de 

papel / sombrea la 3?eunl6n'*d*e* 

los. exterlorea de laa dos circun-» 

* • • * ♦ 

ferenclas. • . • t 




»9, Toxaa. dos punccTs dl-^tlptos P y Q. Idbuja la recta 



PQ. 



Dibuja la clrc\anfeVenjCJla cuyo* centro es P y que pasa por Q. 
Dibuja la clrcunferencia euyo centro es ..Q y cuyo* radio es 
W» Dibuja ma rectia que pase por todos los puntos de Inter- 
seccldn de las dos elrcunferenclas, y llanala p., Observando 
la flgura, averlgua la relaclon que hay entre^la recta i y 
^la recta Utlllsa el limbo graduado para comprobar tu 

observacion, ' ' . ' " 



\ ^ Dl^etro': tangentes^ ^ . 

^ * Hemos visto que la palabra "racjlo" puede usarse de dos mane- 
ras. A maynera de rep§L^, un radio de una clrcunferencla es urib 
de los sogmentos'que uhe un pun-to de la clrcunferencla con uu 
centro. La longit\ad de uno de*esos segraentos es el radio de la 
clrcunferencla/^ ^ 

' La palabra dlametro esta intimainente relaclonada cofi la* pala- 
bra radio. Un diainetro de una clrcunf ecrenola es un segraento de 
recta que pontiene ^el, centro. de la clrcunferencla y cuyos extremos 
estan en ^La ralsmav^E^ la clrcun- " . 

ferenoia representada j)or la figura • 
de la derecKa, ae laufratrpn tres ' » 
dlifoetros: W, W y W,. (Un 
aiametro de una clrciJnferencla es ♦ 
el mayor segraento de reQta q^e se 
puede dibu jar en el Interior de la 
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clrcunferencla de raanera que aus extremos est^n sobre ella, ) 
iCuantoa radios aparecen^peST la flgura? 

Se puedc- deccrlblr de otra manera el conjunto de puntos que 
es un diametro. Un dlametro de una clrcunferencla eafla reunldn 
de dos radios distlntos que son segmentoa de una mlsma recta. 
iQu^ comparacldn se puede establecer entre la longltud de un 
dl&netro y la longitud de un radio? 

La longitud de cualquier dl&netro de una oircunferencla se 
llama tambi^n dlametinD de la mlsma. El dlgbetro y el radio son 
dlatanclas. 

iCuantas veces laenor es la medlda del radio que la mejaida 
del diainetrc? ^ Si eacogemos una unidad de longitud cualqulera, 
y 3i r ^^ d soa, respect! vamente, las medldas del radio y del 
didmetro, entonces tenemos esta.linporl^nte relacion: 

^Por quo numero hay que sustltialr el slgno de interrogacldn de la 
algulente proposioldn nui^i^rlca para hacerla verdadera? 

r s= ? d 

La recta / la olrcunferencia . ^ 
de da flgura de la derecha noa re- 
cuerdan la rue da de un tren apoyada 
9obre el carrll, con la salvedad de 
que no se muestra el borde de la 

rueda que la gula sobre el carrll. < — g j ^ 

iCuantos puntos estan a la vez en/ *X 
la niTpnuhf^^rencia-y en la recta? 

Iiay;un solo punto, el que ae ha m&rcado con DfecJjnoa en este 

caso que la recta es t^igente a la^ clrcunferencia* El unlco 
punto de su Interseccldn es el punto de tangencla» * En esta 
flgura, T el punto de tangencla* Otra manera de describir 
un punto de tangencia es declr que ee* el ilnlco punto de la clr- 
cunferencia que tambl^n eata sobrp la.recta* Responde ahora a 
las slgulentea pregu taa : ^ * 

U En la fl^ra, la recta aepara al plajio DPX en dos 

semlplanos. iCdmo puedes describir la Interseccldn del 
semlplano que contlene el punto X con la olrcunferencia? 
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2. 



3. 



4. 



5. 



6. 



iCual es la mterseccldn del seinlplar\o que contlene el punto 
P con el Interior de la clrcunferencia? 
i.PuedeQ dibujar una circunferencla y una recta en un mismo 
y^lano de rnanera que su Interseccldn sea el conjunto vaclo? 
Expllcalo. . 

iPuedes dlbujar una circunferencla y una recta de inanera que 
au Interseccldn contenga exactamente cuatro puntos? " Expl^calo, 

(a) iCuantas rectas se ven 
en la flgura de la dere- 

cha? ' E 

(b) iCudntas de esas rectas 
no son tangentee a la 
circunferencla? 

(c) Designa con una letra 
cada punto de tangencla, 

Suponte que damos. una circunferencla y un punto sobre ella. 

(a) iCudntos radios de la circunferencla contlenen el punto 
dado? 

(b) iCuintas rectas, tangentes a la circunferencla, contlenen 
el punto dado? 

Ejercicios 11-3 
^Cuantas tangentes encuentras en cada una de las siguientea 
figuras? 







2. Busca ejemplos que representen la idea de una circunferencla 
y de una recta tangente a esa circunferencla, es declr, de 
una recta y una circunferencla cuya intereeccldn consista en 
un solo punto. Describe esos ejeroplos. 



7 '> . > 

•A * J 

ERIC 



5 • -W- 

A oorblnu/ji«:i6r. da una lista de los dl&netros de algunas 
.•:lj'cur.rvrvr. >ius, Er; cada caso, halla la dlstancla del 
ceiitro do la circunt'orencla a un punto cualqulera de ella. 

(a) h2 cr.. (d) yd. 

(b) i-: pul}.:. (e) 50. pies 
(o) TO pies 

3e dan a coritinuacidn las dlstanclaa del centre de una elr- 
cunferencia 2 un piinto de la mlsma. Halla el diametro de 
cada clrounforencia; 

(a) h pulf. ^ (d) 5 pies 

U ] 5 r.. (c) ^ pies 

(e) 1" OT.. 

v:.:; .ilr-our.rer-onuia C con centre en el punto P. 
iH'j.'u t.r--G dia-tietros de G, Dlbuja una clrcunferencla con 
cvsitru I ouyo radio ea Igual al diametro do C. 
(Ater.clvir. : Kst-e pijoblema requlere un mane Jo muy culdadoso 
del corr.pac. ) 

(-O Marca ur. punto Q cerca del centre de una hoja de 
papi-l. 

{h ) ribu.ja lina clrcunferencla C con centro en Q y eon 
radio d(; aproxlmadamente 2 pulgadas, Manten la aber- 
tura del compas fl.ja con el radio que has elegldo hasta 
Yje 3C complete ol dlbujo. 

(c) Marc a un punto U sobre la clrcunferencla C, 

(d) Usando cl compas, marca un punto V sobre la clrcun- 
ferencla 0 de manera que W tenga la ItiLsma longltud 
iue el radio cJET^ 

(e) Todavla con el compds, dlbuja un terce>^ punto W sobre 
0 de manera que W tenga la mlsna langittsd que W. ^ 

(r) Continua girando el compas^ y marca puntos Y y 2 

sobre C (usa" el compas tres veces) de manera que la 
♦ 

lorigitud de cada uno de los segmentos W y Y^' 

sea la misma que el radio de la clrcunferencla* 
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(g) Ahora conpara la lokgitud del segment©; W con el radio 
do la clrcunferencla, 

SI tlenes un CDmpas de buena calidad y puedes dlbu- 
Jar culdadoaa-iiente, la curva simple cerrada" ITWXYZ te 
repreaentara un heWagonp ; (Si esa flgura tlene lados 
congruentes y angulos congruentes*, se llama hexagono 
regular. dibj^o debe jSar^cerse a tan hexagono regular. 
Observa que los' segraentos' que son lados de tu hexagono " 
son un poquit^' mis peque^os que un sexto de la circun- 
ferencla, es^o es, que el arco que tlene los ralsmos ex- 
tremes quo ,el segment©. ) 

(h) iQue nombre darfas a cada uno de los aegraentos tDT, W 
y W? 

En la flgura, el pun to Q es centro de la clrcunferencla y 
centre del cuadrado SfJGH. 

(a) tCual es la Interseccldn 
de la clrcunferencla y 
del cuadrado? 

(b) iCual es la interseccldn 
de la recta GH con la 
clrcunferencla? 

(c) iQue nosstrc nuevo hemos 
dado al pun to T? 

(d) i,Cudnta3 rectas son tan- 
gentes a la circunferencia? 

(e) Enumera todos los puntos de ^ * 
tangencla. >. 

An una hoja de papel, haz un croqula del dlagrama del pro- 
blema ?. (No se neoeelta en eate case uAa figura cuidadosa- 
mente dlbujada. ) ^ Sn tu papel, dlbuja el cuadrildtero RSTU., 

(a) ^Cuintos lados de ese cuadrilatero son, se©mentos de 
recta tangentes a la-clrcunferencia? 

(b) 4.Cual es la interseccldn del interior de la clrcunferencla 
y el- exterior del cuadrado EPGH? 
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(g) Describe culdactoaamente la Intersecoldn •'del exte-rlor 
<le 'la circunf erenoia el Interior del oxiadrado EFGH^ 
. (d) ^Gual as la Interseocidtt del Interior de la circun- 

ferencia coa^^el exterior del cuadrlldtero RSTU? Ex- 
plica respx^esta sombreando la region coric^cta en 
la flgura* - ^* * 

♦9* Refl^rete. ai5n» a la f Igura del problema 7* q^f ,f^^ cuidadosa^ 
mente dibujada. * ^ 

(a) ^Crees que los puntos Q y T estdn sobre una^ 
redta? ^ 

(b) ^Te parece que los tres puntos U^^ Q y estan colo- 
cados sobre una recta? • 

(c) Estlma el tJScaiaiio del angulo QTG sluego coniprueba tu 
. estimaclon usando el limbo graduado* i^ 

(d) HazXn comentarlo sobre la relacldn que hay entre la 
recta QS y la i*ecta Gomprueba tu comentarlo 
con el limbo graduado^ . 

10* Dibuja una clrcunferenoia cualqulera y una recta tangente a 
esa circunferencia* Dlbuja tambl^n la recta que une el cen- 
trr la clrcunferencla con el punto de tangencla* 

(a) iCrees que hay una relacidn;lmportante entre estaa dos 
rectas? SI es asl, ^cual es'esa relacldn? 

(b) iCuantos radios de una clrcunferenoia se pueden trazar 
de manera que uno de sus extr emos 'sea un punto^de tan*- 

~" ^encia? • 

lU Sabemos por la descrlpcldn de una clrcunferencla que todoa 
loa radios son congruentes. iCdmo podemos utlllzar este 
hecho para mostrar que por nuestra deflnlcldn de .dlimetro 
todos los dldmetros de una clerta clrcunferencla son con- 
gruentes? * , ' : . . 



11^^* Arcoa 

En el Gapltulo 4 hemos aprendldo que un solo punto sobre 
una recta la ^epara en dos semirrectas^ Utllisando esta Idea 
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.<le separacldn, declmps que sobre una recta, un \anlco pun to Seter- 
mlna dos aemlrrectas. Recuerda 

que si A, B y Q son puntoa AOS 

sobre una recta, .conio se rauestra • * '* > 

en la flgura de la derecha, Q se • * 

conaidera "entre" A y B, Sobre la recta, la Idea de "eatar 
entre" y la' idea de "separacidn" estan estrechamente relacionadas. 

iBasta un \5nlco pxmto sobre una • - 
circunferencla para separarla en dos 
' pjirtes? iSepara el punto Q a la 
circunferencla de la derecha en dos 
partes? SI partlmos de Q y nos 
mpvemos en la dlrecci<5n de las 
agujas del reloj podenios, a su debido 
tlempo, llegar nuevamente a Q. Lo 
inisino'^curre si nos movemos ^n dlrec- 
cl<5n contrarla a las agujaa del 
reloj, Un linlco punto no separa a 
una circunferencla -en dos partes. 

En la flgura de la derecha, los 

puntos X e y separan a la circun- 
ferencla en dos partes. Una, de las - 

partes contlene el punto A, la otra 

contlene punto B. Nlngun 'caraina . 

que lleve de X a Y a lo largo de- 
la circunferencla puede evitar por' 

lo menos a uno de los puntos A o B. 

Vemos, pues, • que necesltamos dos pun- 

^tos. dlferentes para sep^rar a la cir- 
cunferencla en *dos partes dlstlntaa. » 
Sobre la circunferencla de la 

derecha estan lo^ puntos A, B y Q. 

^Esta el punto A en,tre B y Q? 

iEst^ el'punto Q entre *A y B? «• 

lEBti. el punto B entre A y Q? 

Corao podemos movemos tanto on Ve. 
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^IreccllSn d6 las igujas del relo-J con^o en la dlreccl6n con- 
trarla, las -reapuestas a estaa preguntas son aflmatlyas, A 
dlferencla de la recta en que la separacion y la propledad de 
"eatar entre" se vlnculan estrechamente,' sobre la ciVcunferen- 
cla o cualquier otra curva simple cerrsida podemos observar 
. ©stas dos poslbilidadess \ • * 

1» Un unlco punto 7io "se*pa?a Ta c^urva e>i dos partes. 
2. La separacion y la propiedad de "estar entre'-, no^son no- 
clones Intlnaraente relaclonadas para las curvas simples 
cerradas. 

En nuestros estudlos previos de geometrla rios hemos refe- , 
rldo a las partes de rectas eomo sfegmentoa de recta* Sera C/ 
neceaarlo conslderar en el^f\^turo partes de circunferencias^ 
Una parte de clreunferencla se llama arco* En el dibujo de la 
dereoha, los puntos A y B 
aeparan a la eii^cunferencla eri ^ 
dos partes • Cada una de eaas 
partes, juntainente con los pun- 
tos Ay B, es un arco. A y 
B son los extremes del arco, 
• Dos puntos cualesquiera dlstlntos 
de una clrcunferencla determine dos arco's dlf erentes . que tienen 
esos puntos como extremos. Sii el dlbuJo anterior/ el arco que 
parte A~ir~se~"pH)16*n6a~6n"TC"^^ 

reloj hasta' el pun to es mas eorto que el arco que parte del 
punto^ A y sie prolonga en sentldo contrarlo al de las agujaa 
del reloj hasta el piinto . 
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Con adlo dos puntos solire una circunferencla, tales oomo A 
y B, no podGrr.os distlngulr facilmente uno do los ^rcos. deter- 
-mlnados por/ A y B. En la figura • * * 

de la dorocha, hemos marcado y dado 
nombre a un pun to entre los doa ex- 
tremos para cada arco, Isktos pun- 
tos estan convenientemente locallf 
zados cerca ddl centre' de cada uno 
de esos arcos» Usgunos el slmbolo 

para represen tar la palabra- 
••arcq", l^tonces, 'AMB repreaenta ^ • ' ' 

el arco ^ue contiene el pwito M. representa el arco que ' 

contl:ene a N. En lugar de 'm^ poderaos usar ^Qu^ otros 

3lmbolo3 rcpreaentarar^ mlsrao arco que 'SiB? ^Qu^ pun to esta- * 
conteMdo en el jirco MAN? * • ' . 




1 



EJerc.lclos 11-4 ' 
1» Utillzantjo la figura de. la dere- 
cha, seftala el arco'mds corto 
que contlene los sigui^entes pun- 
■.tos, que no soft extremoa del 



2. 



arco« 
(b.) a 



4d) fir 

(e) X 




(b) B , . 

(c) C 

Utlllzando la figura del problema 1, nombra el pufito d Ioq 

puntos que no son extremos de cada uno dfe los Ba(gjlentes 



afc^: 
(a) 

(b) "AB? 

(c) WAX 



QAB 



U-ERJC 



4 



Haclendo uso ae la f igurfi del 'problema 1 , . icuales son los 
extremoa de estos s^cos? 
.(a) 1^, "^WC" . 

(b) 15^* M ^ 

(c) "ScS • (f) ^ 

iHa sldo neceaarlo dibujar una flgurst para responder a la 
pregunta aJiterior? Expllca" tu respvesta. ^ 
Usa la flgura de la derecha .para responder a las p3?^guntas 
slgulentes : 

(a) iSe ha especlficado sobre 
la clrcunferencia algun 
punto entre *G y D? Ex- 
pllca tu^ respuesta* 

(b) iSe ha especiflcado un punto 
entre C y sobre. CIO? 
Si ea asi, ^cual es ese punto? 

(c) EL punto L separa a cffi en doe arcos. iCu^les son? ' 

(d) iSepara el punto a la clrcunferencla en dos aroos? 
. ; Expllca por que si o por qu^ no, 

Kaz uso de tus respuestas al problema 5 psjc^a contestar las 
sigulentes pregu^itas: 

(a) Un punto de un arco, isepara a ese arco%n dos arcos? 

(b) punto de un arco que no es \mo de sus extremos", ^debe 
eatai^ entre dos pui;itos.del arco? - ' * 

. (c) ^Tiene un arco un punto inlolal y un punto terminal? 
* SI es asl, icdmo se lea llama? 
(d) Las nbclones de "e^tar entre" y de separacl<5n para un 
arco, ison mds i)araildaa a las mlsmas nociones referen- 
tee al, sogmento'd^ recta, o a las que se relaelonan con 
una clrcunferene^ia? 
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En l|i figura de la derecha el 
par de puntos A • y B separ^ 
loa ppntos X e Y. ^Qu^ 
puntoa, al Xoa hay, eatan aepa- 
rados por los pares de puntoa 
que se dan continuacldn? 
(a) B, Y * , • (c) X, Y 

(^) A, Y ^ (dU A,» X 

Ba la figura de la derecha se 
aaocla con el interior 

de • ^ APB. W " conecta un 
punto de PA con .un punto. 
de eS", 

(a) iEatan sobre ST loa doa 
puntoa A .y P? 

(b) iCorreaponde el punto JP 
de W al punto,. A de . , * ' 
"SS? - ' • 

"(c) Para cad& rayo que parte de P ^ y pasa por 'li^, ^hay un , • 

punto de W que tamb"l<5n esti sobjpe eae rayo? 
(d) ^Hay una correapondencia blunfvoca entre los puntos de 

^ MB y loa puntos de fff? SI es asi, desorjtbe eaa oorree- 
• . pondencla. " ' " 




\ 
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^1-5. Angulos centrales , / 

Los arcos tlenen* §ilgunas propiedades pemejantes'a *las de loa 
aegmentoa da racta» En la flgura " 
de la derecha se muestra uns. 
correapondencia bi\;nlvoca natural 
en^re el coapijxanto de piirttos de 




AKB y el eonjunto de p\Antos de 

Pff. Un pun^o puede separal* al 

aegmento en dos pettea. • £n la 
' rnlsma forma, un, arco puede ear ^ ^ ' 

aeparado en <ioa *arcos por un punto qye este T3obre el ,arco, pero 

que no sea uno de sus*extremos» Como Ips aegmentoa^ los arcoa 

tlenen un punto Inlcial y un^^iintu tem^nal: sua extremos. Aun- 
<que loB ^cos son partes de cit^cu^iferenclas^ urf arco^ tiene algunas 

propledadea que no son' las mlsmas que para la clrcuni'erencia. 
En la fl^ura de la derecha, • 

'SE <ba un dlaraetro de la circun-. 

-•ferencia P* Sus, extremes A y 

B deteminan doa arcot muy es- 

peciales que ae llaman aeTOlclrcun - 

ferenGlaa> Una semiclrcunferencia g; 

es ^aA arco <|etermlnado poi* lbs *ex> 




trerao^ dci35rnaia^e"t'^^ de la circunferenola. 'On la 'figura, 

ea una seinlclrcunfersncla. ^Puedes indlcaV otra semiclreunferenr 

cla en eaa tflgura? iSs "Si^ ,una semicir^cunfereneia? 

Los extremos de una semicircunfeipencla y el oentro de la 
mlsma eat^ sobre una* recta. Esto, sin embargo, no ea clerto 
para todos loa arcos. En la ' * . 

flgura de la dereeha/ loa extre- 
moa, de LXE no es.tan 80bz\e una 
reot^a que pasa por el cenWo de 
la clrcunferencia, D* y E estan 
• sobre loa '•'rayos y Si . 51 

en i» . ' • 

e% centre la clrou nferaig.3ja*Ill-- ' ' . * . ~ 

Llajaamoa dnguloa centralea a los ^^lop como ^ite, • tJn ^ngulV 





central ea ur. ingulo que tiene su v^rtlce en el oentro de la cdr- . 
' cunferencla. Tales arigwlos se mlden de la mlsma "manera como loa 

otroa. La unldad de mediaa de iSngulos ea un an|\alo de-un grado» ^ 
* \En la I'lgura, la^medlda del lingiilo EPD ea apji^xlmadamenue 85. 

• Ctaando ae trabi^Ja con arcos, * ea neceaario comparar uno con 
otro* E>a conaecueniflla, serd convenient e desarrollar un m^tocio 
para mea4.r arcos* Jjoaglnenos tiij^a clrcunferencia dividlda en 56O 
arcoa congruent ea, es^ declr^ cada uno de dichos 56O arcos de una 

' olrcwferencia dada vlpne la mlsma medlda* ^ Cada ^no dfe e©os arcos 
detemina uii^ ynldad de medida de arco^* laamamos a esta tinidad 
HE gysL^o de aroo^ 

* I^os rayoa qu^iparten del centro de la cdrcunferenc^a y pasan 
por loa extremos de una uhldad de medifla de arco, determlnan un 
angulo central. Hos representamoa un grado de arco, como ^si fuera 
deteymlnado por un ang\jlo c.entr§a 
q\ike es un angulo unltarlo de un 
grado* En la flgura de la derecha, 
Ql la medlda .de ISmI* en grados de 
arco es 80, entoncet la medlda de 
^ ABB en grados de &igulo cs 8o« 

El slmbolo para u n gr ado^de arcoj ^..j^ 

- - '•— • — ~ ^ ^ 

" " ea el mlsmo que pa^a gradoa 

* ,< ^. 

de angulo. Para medlr gradoa de arco, podonoa uaar un Instrumento 
de foma* circular que eontenga 36O arcoa eong?»uentea. La mayor 
partfe de eetsos Inatrumentoa, llamadoaj Umbos graduados, aaieetran 
.exactamente la tnltad de eata escala. 

En el^conjunto de rayoa numeradoa de la eacala ai^lar, los * 
niimeroa O y 180 correaponden «a ^rayoa opueatoa, esto es, regroa 
que estian sobre 1& misma recta y tlenen el miamo extr«no. Iia 
reunl6n de eatoa doa rayoa forma una recta* cuya InteraecdSn eon 
la clrcunf erencia ea el par de extremoa de vm. dl^metroj^ Eatos dos 
■puntoa determlnan un arco especial, una aemlclrcunfercfnclat que , 
hemos menclonado antea en eate capltulo* Conald'^rsuidD eata eaccuia, 
___podem©a ajawiginar q«^l-a a«iBirclrcmx^er«ncla"^en.e"\itt^ ^~ 
gra^B de arcc de l8o*, puea conslate en 18O arcojs de un grado. 




^♦JWR\ I— < IV I ■ 
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Correapondlgndo a la clase especial .de arco que heraos llamado 
una a«nlclrcunf erencia 'hay una clase especial de angulo central 
con una medida de l80*. Algunas personas encuentran convenlente 
hablar .del angulo central de 180* como de un "^ulo llmio". 
(iPor <ivj^ ^'ingulo llano" no concuerda con nueatra deflnicl<Sn de 

En la figura de la deiiecha dos 
clrcunf erencias con centre comiin P. . 
Las circunferenolas eat^tfi en un mismo 
piano.. Tales clrcunfSrenclas se llaman 
Gircunf erenc ias corf^c^ntricas. 



liOB dos 




accos, ARB- y tienen el ralsmo* 

angulo -central, / GPH. Por oonslgulente, 
1^ y deb^ tener la mlsma medida 

<^.arco.. Si la medida angular de / BPA 
ea 70, entonces la medid^ del arco "S^^ ^ 
es 70. La medida del arco ^sB debe ser tambl^n 70. ,^in 
.embargo,. 'arS parece mis corto que "IsB, Recuerda que la medida 
de arco no es \una medDdla de longltud. Dos arcos pueden tener la 
mlsma medida de arco, pero ten^r dlfei^entes longitudes. La rAzdn 
»aer4 mds clara cuando hayaa estudlado el resto de este capltuXo. 

* 

Ejercicios 11-^ . ^ , 
U Usando tu limbo graduado, .deter-, 
mlna la medida de los arcos mar- 
cados en la figura de la derecha. " 
Indlca tus resultados haciendo 
• uso correct© de los slmbolos, 
por ejemplo - m(AB) « 15. , 

(a) wic (d) 'BCh 

(b) • ^. . (e) 
. - . (c) DE ' • 




I. 
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Constyuye una o?.rgunf erencia tie radio aproxlmaflamente l^ua3 
a W p\jlga<aa3. En este ejerelclo, marca los puntos que 'se 
n^cesltan en sentiao contrarlo a las agujas del 3^eloJ, a lo 
lai^go" de la circunferencla, parti endo de un punto'' A cual-*" 
quiera de la misma.* Msrca y'rotula arcos de l^s ^Igxalfentes 
medidasx ' . . , • ' 's 

ii) m(AB) « 10 ^ • ' (d). p{SI) «h70 

(b) m(AC) 45 ^ . (e) .iCu^^o es m(BG)? * ; 

(c) m(BD3 « 50 * ^ 0 \ 

(a) iCnaAtos grado? de aroo hay. en tin ouadrante de una clr-' 
cwnferenela? ' * . ' 

(b) * iCuantoa ♦gradois de aroo hay en xxn octavo de circunferen- 

cla? . ' , .. . " ' 

(c) 'iCuantos grades, de arco, hay en un aexto* d$ oircunferen- 
cla?^ . 

(ta) iCuantos grades de arco X^By en Urea ^uartos de.'eircunfe- 

rencia? . - 

D^Lbwja una clrcunf erencla^ con un radio de 2 pulgadas.^^ Par- 
tiendo de un punto cualqulera de ella, '^sa un compa? con la 
raisma abertura (2 pulgadas) para marcar una aerie* de pvgatds 
igualmente e'spaniaa^a a lo Jargo de la circunferencia. ^ ' 
ATENCION: Ten cuidado de que tu compds no cambie de atoer- 

tura, ' ^ - - . 

(a) 6^-le.ga3_ exactamente al miamo punto de partlda? 

(b) iCui^toa arcoe' has marcado? ^ 

(c) ^Cual eg la inedida del.dnJsulo central de cualquUera de 
eaos arcos? - - . " 

(d) iC\xal es la medida en grados de uno cualqulera de ^aoa 
arcoa? . ' . ^ 



Conslderei el arco ABGDEP, o mas brevemente AP, presentado 
en Ja figura sigulenfce« Determlna: 




(e) 



55 n DE 



I 




(a) AC n 3b 

(b) AF n DF 

(c) aB n CP 

En 'ia figura de la derecha, 
las olrcunferertClas C y 
son concentricas y estan en 
un mlsmo piano, . « 

(a) Seaala ur. diaraetro de la 
clrcunfercncla D. 

(b) Serial a un disbnetro -de la 
clrcunfepencla G. . 

(c) iCual de las circunferenci&s tlene mayor diametro? 

(d) iCual de las elrcunf erenclas pareoe sfer mas larga? 

(t ) iPor que serla dlflcll medlr con precision las 'longit\jdes 

de las elrcunf erenclas, recorriendo a lo largo de ellas? 
Experinento para hallar la relacion entre el diametro y la 
longltud de una clrcunferencla. 

(a) Toma tres objetoa circulares en tu casa/ tales como un 
vaso, un molde para pasteles, un plato o la rueda de un 
Juguete (o blen, puedes recortar una pieca circular de, 
cartullna o carton). Utlliza una cinta de medlr (de 
tela o de acero flexible) para ha-lar la longitud de 
cada una de las circunferencias. Si fto tienes una 
cinta de raedlr^ utiliza un trozo de euerda, y luego mlde 
la longitud del trozo de nuerda utilizado, 

(b) Hide el diametro de los misraos tres objetos circulaxes. 
Como puede ser dificil localizar el centro exacto de la 
clrcunferencla, mlde transversalraente la circunferencia 



varij:,? vruet'. i Hfv? oVLeiier una nit^ditia ul^etro tan 

e£ 'li -<*.* tro, 
(c) Dl^prln r>i-^ulnaaa,n cn -^na ••»l2a i<£u-J a la que se 
mv,e£trj uii: 2.LaJo, liuS Jn^al iaa d.'s cada \mo de 

ios f-TtjCui:- Ptia voriiar^r caritisadas, podemoa 
!«illa-^ c.. utr3rc-.ula o fii;ion. l.i tabla, la columna 
"c - d'" »^cp> jjt a Id a3.tvj»..-noia *»Tif,t'u las medldaa de laa 
circunf er^v.sj 3s ; los (.r-^metros, U oc3,Mmna repre- 
senta la d-s 3 as medioaa olrcunferenclas a 

loa dltteetioo. iHallu las rasoiie? con la aproxlmacldn 
de decimo. ) 



Nombre del 
Ob J e to 


i^e.lida la 


M^olda del 


c. - d 


c 


vaso 










molde paru b5» 1 


I — ^....--.^ j 








pi a to 


1 









(d) iParecen i^al-^c ♦.^'^aas laa dif'^rtMiniss "c - d"? 

(e) i^arecen lg'^a-.c-3 r-odaa las rassoiiOE 

La cli^cunferencis .1 ri^^^a un radtc 3 r^ilgadaa. La- clr- 
cunferencla B tiene ui. radtj de Z'i pul^adaa. 2xpllca por 
qu<5 la medlda angular de im oi aaivin'-e qUvcmIo a ©a la 
mlama jue la medlda ant*' ' \ i» ci;.4draufeft rtoi clrculo B. 

Pon en evldencla una .corrcar.orK^entl.a .I'iynlvo::^- entre lea oon- 
Juntoa de puntoa de laa do 5 -ciu.rcrun'^iuc urci nlrcun 

feroncla dada que aean detemtnr.aaf p..r u.^ dlanstig. 
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1 1 -6. LongltuA de la clrcunferencla 

Ea dlf Icll, medlr con precision la longitud de una circuYi- 
ferencla. En el problema 7» EJercicios 11-5, 3ias visto que 
parece haber una relacl<5n entre el dlametro de una oircunferen- 
cla y l,a longltud de esa clrcunferencla* . 

*La dlferencia "c - d" para una detemilnada clrcunfe3?enca:a 
no nos da una relaclon que parezca clerta" para las otras clr- 
cunferencias. Para todas eliaa, sin embargo, la razdn de 
las medidas de la Ibngitud al dlametro, parece ser "la mlama* 

iQu4 reaultados has obtenldo para la razon de c a d? 
iEra eae numero aproxlmadamente el mlsmo en cada caso? ^Era ese 
raSmero un poco mayor que 3? SI hlciate cuidadosamente el ex- 
perlmento, tus resultados para la raz<5n ^ 'deben haber sido 
aproxlmadamente 5.1 6 5.2. Parece, pues, que la longltud de 
cualquder clrcunferencla es un poco mas de tres veces el dlametro 
de esa clrcunferencla. •» 

Los matemdtlcos han demostrado que, para cualquler clrcun- 
ferencla^ la raz<5n de la medlda de la longltud de la clrcunferen- 
cla a la medlda del dlametro es siempre el mlsmo nilmero. Se usa 
un slmbolo especial para este numero, Este slmbolo se escribe 
" Tr que es una letra del alfabeto griego. Se lee "pi", r es 
la prlmera letra de la palabra grlega para "perimetro". 

En lenguaje materadtlco, decimos que la relacl<5n 'de la medlda 
c de la longltud de la clrcunferencla a la medlda d de su 
dlametro es: * , 

^ as TT d ~ c S3 Trd 

1 

El valor de ir es aproxlmadamente 5.1^ <5 3*^. Usamos 
este raSmero para determlnar la longltud de cualquler clrounferen- 

Gla. * ^ 

Es mucho mas facll medlr el dlametro de una clrcunferencla 
que la longltud de la mlsma. Se puede cal<\ular la longltud de 
la clrcunferencla usando la medlda del dl^etro y la relacldn 
que antes hemos encontrado* Suponte que el dldmetro de una 
clrcunferencla es 5 pulgadas. Entoncea, se puede hallar la 
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^ longlt?ud de eaa clrcunferencia de la'- algulente manera; 

(Uaando Tr« 3,l4) (Ueando ir « Jsi) 

C » TTd . C ts irc 

Eje-rclcloB 1 1 -•6a 



3. 




c 15.7 



t, Completa los datos que faltan acerca de las clrcunferenclaa 
Gonslderadaa (uaando ir 3»l4), en el aigulente cuadro. 





Clrcimferencla 


Radio - 


Matoetro 


* , " " " 

Longitud de la 
circunferencia 


(a) 


A 


10 pig. 




? 


(b) 


B 




15 pies 




(c) 


C 


3. 6 yd. 




? 


(d) 


n 


4.2 cm. : 






(e) 


' E 


? 


5.6 pig. 





?. (a) iQue^numero se obtiene divldlendb lamedida.de la longi- 
tud de una circunferencia per la medlda del dldmetro de 
la misina? 

(b) ■ iC<5mo puedes deteiroinar la longitud de una circunferencia 

si s<5lo conoces el diametro? 

(c) iPuedes detenninar el didmetro de una circunferencia cono- 
ciendo aolamente la longitud de eaa circunferencia? Ex- 
plica tu respuesta. 

Copia y con^leta las siguientes proposiciones numerlcas que 
muestran la relacidn entre la longitud de una circunferencia 
y el diametro de la miomat J 



(a) 



IT 5=^ 



Completa-lo3 datos que faltan ref erentes a' las circiinferen- 
clas conslderadas (usandQ. ir en el slguiente c'uaclro: 





Circui>feren-cla ' 


Radio 


Dlametro 


Longltiad de la 
c Ir cun f erenc i a 


(a) 


V ■ 


•> ' 


? 


22 pies . 


(b) 




* 


? 


25 pig. 


(c) 






0 


1 6 cm. 


U) 


- y 


? 


* > 


43 yd. 


(e) 


2 


9 


*9 


B8 nini« 



(a) iCdmo puedes determlnar la medida del radio de una plr- 
cunferencla si conoces solamente la medida del dlan^tro 

(b) iCdmo pji^des «detenalna3? la medida del dlametro d? una 
clrcunferencia si sdlo conoces la medida del radio de 
la mlsma? 

(c) iG<5mo puedes determlnar la medida de la longltud de una 
clrcunferencla vall^ndote de la medida clel radio de la 
clrcunferencla? • . 

Copla y completa las siguientes proposlclonea num^rlcas que 
TOuestran la relacion entre la longltud, de la clrcunferencla 
y.-ej. radio de la mlsraa: . . 

' (a) c = Tr(? • r) (d) ^ r 

(b) c = (tt . ?)r . (e) f - ? • ? 

(c) c = (2 ?)r . . (f) rT-T= • . 
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7. 'Coiupleta los flatos que Yaltan referentes a las clrcxmferenclas 
giue se conaiaeran (uaando tt « 3. i), en eX slgulente guadro; 





Clrcuni*erencla 


Radio 


Iionglt-ud de la 
circunferencla 


(a) 


K 


5 pig. 


? 


* 

(b) 






* >51 pies 




M 


17 cm. 


? 




N 


? 


— > li 

100 yd» 



Para los problemas 8 a 11, einplea ir 3. l4. 

8. Una pantalla circular para clerta lampara tiene 12 pulgadas 
de diametro y neceslta una nyeva cenefa en el borde inferior. 
iQu^ lor^ltud-de clnta se necesitara?" jNo tomea en cuenta la 
parte que se superpone en loa extremos, ) 

9. Se va a construlr un aro circular con una varllla de metal de 
62 pulgadas de largo. ^Cual sera su diametro? ^Ser^ su,fl- 
cienteraente grande para usarlo como aro de canasta para el 
Juego de basketbol? (El diametro oficlal de la canasta ea 

de 1 8. pulgadas. ) 

. 10, ,En un cMpo de. Juegqs, un tiovlvo tlene 15 pies de' radio. Si, 
t,e sientas al borde, ^'qu^ distancia recorres en una vuelta? 
11. Unp. rueda se desplaza 12 pies a lo largo de la i>iata* cuando " 
da- una ^-uelta completa. ^Cudl es el dl^etro 'df la rueda? 

*12. Una clrcunferencla de 20 pulgadas de dl^etro estd. subdivi- ' 
dida por puntos en 8 arcos de Igual longitud. 

(a) tCual es la ..longitud de la circunferencla completa? 

(b) iCual es la longitud de cada arco? 

(c) iCual es la.medlda angular de cada arco? 

(d) Sn eata-eircunferencia, ^qu^ longitud tiene un arco de* ^ 
*un grado? 



OPCKaJAL: El ni5mero ir » ^ 

El ntiraero representado por el almbolo " ir " es una meva 
clase de n\Smero. No es un n\5mero cardinal. Tampooo es un nu- 
mero raclonal. Reeuerda que toda desarrollo decimal de un n>a'- 
mero raclonal es periddlco. Loa matematicpa hem deiifiostrado que 
el deaarrollo decimal de t no puede ser perlddlco. En "un 
artlculo escrito por .F, Genuys en Chlffrea 1 (1958), aparece 
un deaarrollo con 10^000 cifras declmalea .para tt. 

He aqul el valor de ir con clncuenta y clnco cifras deci- 
males: 5.1^^59 2653^ 89T93- 25846 26^^53 83279 50288 4197.1 69399 
36510 38209...'. . . *^ . • ^ 

{Los tres puntos al final indlcan que el deaarrollo decimal ' 
contlnua Indeflnldamente. ) > * • 

t 

SI examlnatf.eate' desarrollo decimal para el mSmero ir ves 
que* es-" diflcll locallzar el punto sobre la recta numdrlca al 
cual corresponde. Sin embargo, examlnando loa dlgltos ordena- 
dsunente, podemoa encbntrai" segmentos de~Ta™W caida 
vez maa pequefioaj,, que contengan el punto correspondlente a ir. 

Estudla loa algulentea enuncladoa: 

1. IT = 3*+ 0. 141592 . Por conalgulente, ir. > 3 y ir 
iPor qu^? (5 ^ F . ' 

2. .If = 3. 1 + 0.041592... . Por conalgulente, ir > 3. 1 y ir '^P-S 

iPor qu^?* (3.1 TT ^ 3.2) 

3. ir - 3. l4 + 0,001592... . Por conalgulente, 'IT > 3.1^ y 

ir < 3. 15. iPor qy^? (3. 1^ T < 3. "15) ^ r 

iCual debe ser el slgulente enuneladot 

En 1ft flgura slgulente se mueatra una recta num^rlca. En 
el punto 0 ae Indlca la prlmera ijoalclon de una clT»cunf erenola 
ciyo diametro tiene una unldad de longltud, y se seRa a tambl^n 
su poalcldn despu^s de haber rodado a lo lai^o *de la recta nu- 
. La poslcl<5n aproximada del punto que corresponde al 
ir es el punto de taiigencla, C. 



J 
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La recta I en la flgu3?a iltistra el enunciado 1, El pur^to 
correspond! en te a ir' ^3ta sob^^e el segmento cuyos extremos son 
3 y ^. 

En la recta II se rau'eatra, sonpllaao aiez voces, el segmento 
. de la recta I de extremos 3 y 4. * Se ha '^ubdlvldldo el seg- 
nento para marcar lias d^cimaa, de manera que los puntos de dlvliidn 
corresponden a los numerja 3..1, 3.2*, 3.>3„ etc. -El enunclad<J 2 ' 
no3 dlce'*que el punto para .ir eat^ sotore el ae^ent'o de extremes 
3.1. y 5.2. ' , , ,/ • 

S<5bre la recta 111 pe muestrA, ampllado ■ dlez veces, el seg- 
mento de extremos 3.1 y 3.2. Los puntoa marcados sobre la* 
^ recta III la aubdlvlden en ddclmas, y corresponden a lbs ntSmeros 
3. 11, 3. 12, etc. Por el enunciado 3 ^sabemos que el punto'que 
corresponde % ir ©ata aobre el segStentd de extremos 3, 14 y 
' 5. 15. , ^ ^ 

"iQv^ numeros se debei\ escrlbir en los extremos d61 segmento 
, marcado IV?' qu4 numeros. corresponden los puntos de subdlvl- 
sldn? iSobre qud se©nento de la recta IJT estd el punto corres- ^ 
pondlente a ^? " 
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Cbai,erva nuevam^nte la recta III. Veris que el segmento 
completo de la recta III es i^ne, amp.liacldn 100 veces ij^s ! 
gra2\de que el correspondlente segmer^to"sotore la r^pta num^rioa 
1, aobre 3r& que ha rodado la clrcjaTiferenc'lai. Empleajido exacta- 
mente tres dlgitoa en el "decimal para . hemoa vlsto Que el 
punto » TT eata en un segmento particular que muy pequefio— 
exactamente del, segmento de la recta numdrica entre los 

puntos ' 5 *y ^ , . 

Si utilisaras dlgito mas, podrlas raostrar que los ex- 
tremos del segmento que contjlerte a tt son ^ y ? * 

-s. EJercicioB 11 -St) 

'*U. (a) Hali-st^ con 't^es cifras decimales, la diferericla entre 
ir - cada unp de los sigulentes n-diteros racionalesj 
19 22 25. * ^ . ^ 

(bX iCual de, los numeros racionales de la pr^K^^^*^ * 

QStQ. mas prQjcimo de ir? * • , 

^* Utlilzando* « calcula lo si^iente: » 

(c) La 'longitud de una circunferencla cuyo dtlametrd es 
• l^i pulgadas. * 

• * (d) La longitud de una circunferencia cuyo radio es 21 
pies, . . * " \ 

(e) '£.1 di|tnetro de una circunferencia c\^a Iqngltud es 

132 pulgadas. , ^ » ' , - " . 

(f) El radio de^una circunferencia, .euya longitud .es 4^^ 
*pies. . ^ ♦ 

(g) La longitud de una ciTCunferencia cuyo radio es lOj- 
pulgadas. ' 

2, (a) Halla, con cuati-o cifras deciinaX,eB, la expresi^n deci- 
mal para 2Tr. - . 
(b) Halla, con cineo cifras decimales, la -expresidn deci- 
mal para 3"^* ' " . , * 



• * 



^ Es una buena ide*a usar m algunas vecss, corao numeral ' en 
lugar de utillsar su expresidn'de^cimal. Responde a las 
siguientea preguntas usando tt como numeral. . Declmoa-que las 
respuesyassestan expresadas "en t<^nnlnos de f\ ^ 

(a) SI ia longl€ud de una' clrcunS'erencla es SW" pulgadas, 
^cuil es au dlametro? iCuai;- es su radio?, * ' • . 

(b) SI el di^ametro'de una clrcunf erencla. es 13 pulgadas, 
laxxil es la longitud de la clrcunferencla? 

(c) SI fel radio de una clrcunf erenc±a es 3,6 centj^etros, 
,. ocual es'la longitud de la clrcunf erencla? 

Suponte que el dlanietro de la clrcunferencla G es tre^ veces 
m^3 largo que el dlametro de la clrcunferencla ' D. iCudl es 
la razdn _jpe^las raedidas de las longitudes de festaa clrcun- 
fev-encias? (Sugerencia: Ellge longitudes para los -dlgmetros 
y luego hall a las longitudes de ias clrcunf erenciais. Usa ir 
Cdrao nutiaei^l . ) ' 

En la flgura, las clrcunferen- 
clas O' y D tlenen el mlsmo 
eerttro P. HI radio de la 
clrcunferencla C " es 7 pul - 
"gadas y el de la clrcunferencla 
P es pulgadas, 
(a) Halla la longitud de cada clrcunferencla. - 
lb) SI el dngulo QPR contlene 70 gradoa, 'icual es la 

medlda angular del arco'.ST? i.Cui.1 es la medlda angular 
' de ®? " . 

(c) *iQu^ parte fracclonarla de la 'clrcunferencla C es el 
■arco QR? ^Qu^ parte fracclonarla ae la clrcunferenclfe 
D 'ss.es el arco ST? * ^ 

(d) iCual es la ihcilda lineal del arco ®? ^Gu^i es* la 
medlda lineal del 'arco ST? 

I 

1 

* 




6v PR0BLH4A DlFlCIL, Suponte que b% coloea una clnta blen 
tensa alrediedor de la tierra, ' eobre el ecila^orj y Iwego ae 
le aumenta i pie de longltud, de raanera que se afloje.un 
,-po6o, *pero dej&idola Igualmente aepaa^ada de la tierra en 
toda 8u longltud,' 

(a) iPodrla pasar un ratdn entre la clnta y Ija tierra? 

(h) ji,Podrla3 pasar tti entre la clnta y la tierra? SI no es 

.'asl, Aen cuar.to debe alargarse 1; clnta de manera que 
. te sea poalble pasar debajo de ella? . , 

(c) iQu^ propledad matemittica puedes uaar para responder a . 

V eatas preguntaa? 

I ■ ■ ' ' ■ - — 

11 ^ Area del clrculo 

En la coclna de tix casa puedes encontrar una sar^^n circu- 
lar de nueve pulgadaa* El borde de la superflcle en que se frle 
representa una clrcunferen-cia, y ias "nueve pulgstdas" repreaentan 
el dlametro de eaa clrcunf erenpla. • Algunaa sartenes son cuadra- 
das. Probablemente puedes encontrar tambl^n una sart^n cuadrada 
de ochopulgadaa. Una persona que tratara.de decldlr la compra 
de una sart^n" circular de nueve pulgadas o de una sart^n cuadra- 
da de ocho pulgadas podria preguntarsej "iCual es mds grande?" 
Por "mas grande" debemos entender mayor sii^Jerflcie para- frelr. 
En otras palabras, ae qulere cotaparar el drea de la regldn cerrada 
de un cuadrado de ocho pulgadas de lado con el drea de la' regl<5n 
cerrada correspondiente a una clrcunfeqrencla de nufeve pulgadas 
de dlimetro. ^ . 

Beapu^s de una 'cui'dadosa Inspeccldn de *las dos aartenes, 
cbncl\ilrias que ..las dreas son t.an apitoxlmadas que no puedes' 
decldlr cual es mas grande, Ti'ateinos de -encontrap? cu4l de las 
dos sartene's tlene mayor superflcle para frelr, 

*'Area de un clrou3o" slgnlfica "drea de la regldn circular . 
cerrada". -Guauido aepanffls c<5mo calcular el area de un clrculo, 
podr«no8 expresar eata drea en t<^rmlnos del radio. Eato.se hace # 
' frecuentemente cuando se habla de una regldn circular. 




' 1 . 

Como^cada lado del cuadretdo tiene ocho pulgadas de longitud, 
sabemos que su area es sesenta y icuat3;*o pulgadas' cijiadradae. ] En 
cambio, aun no hemos estudiado un m^todo que nos permlta calbular 
el -area de inn clreiilo. Podenios medlr el dlametro. Ehta med^da 
ptiede utlllsarae pat^a calcwlar el radio o la longitud de la i^lT- 
cunferencia, Pero eia" dlflcil medir el area de un el^rculo. ; 

En la figuj^t., el punto P es S 
a la ve2 el centre de la circunfe- ^ . ] 

rencia y el. centime del cuadrado 
ABEP. Sea V la laedlda -del radio 
de* la clrcunf erencla*. fentonces, 
cada uho de los segment os W V 

es un radio con medlda r, . El 
ijngulo VPZ recto. ^Es el 
^jtea del cuadrado ABEF cuatro 
vecc3 el irea del cuadrado VAZP? 

Obaerva que en la flgura la clrcunferencla ti^ne un dljfoiet3»o 
que ea Igual en longitud al lado* del cuadradoj luego coAtee^ta a 
laa slguientes. preguntas : " • • ♦ . j 

I. (a) XiEs %1 drea del clrculo mayor o. menois que el 4rea|del 
cuadrado - ABEF? * * . f : 

(b) iZa el area del cjtrculo mayor que el ^ea d^l cuadrado 
VAZP? ♦ ' * / * 

(c) iEs'el area' del clrculo mayor o n\e«or que el cui^^Pl© 
del drea del cuadrado' VAZP? ^ | ^ 

(d) iNoa da eato el drea del clrculo? * * l 

• * * ! 
Tratemoa de calcular aproxjjaa^amente el drea del cjt^»culo 

haclendo una tnedlcldn mas culdadosa* Bn la parte Superior de la 

paglna aigulente ae presenta un cuadrado pequefio* Cada pno de sua 

una un^ dad dc longitud, £1 cuadrado poqueflq reprepenta 

una unldad de area. * / 

La flgura grande reprepenta una clrcunferencla cuyp radio 

tijene dlez unldades de longitud. El cuadrado grande, obyos lados , 

son tangent es a la clrcunferencla, tiene su lado de veinte uqI- 

dades de longitud. La iJegldn Interior a esa clrcunferfencia ha 
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sido subierta con unifiades de drea. Usa^eate dijlDujo para hallar 
el ^rea aproxlinada del. clrculo. " 

4Qu^ m^todb aerla bueao para contar el n\Smero de ynidades 
cu&dradaa de la regldn circular? Podrlaaios contar el niimero de " 

• tales unldades en el cuadrante limlta"do por el cuadrado ABCU. 
Luego podriar.03 isultlpllcar ese nijmero po?^^ 4. Observa, sin 
embargo, que algunas de la^ unldadesi de drea estin parclalmente 
en el interior del clrculo y parcialmente en su exterior. Tene- 
raos que determi,nar el total de unidades cuadi^adas, lo eual se 
puede h&cor contando las unidades que tle.ien was de su roitad en 
el interior, como unidades ^enteras. Err^onces, desprecla^os las 
unidades p'ara las cuales la menor parte esta en el interior. 

Hay unas 79 unidades de>^rea en el cuadrante. El ntSmero 
total de unidades de area en* el clrculo aerd, entonoes, 4 veces 
79, ©3 declr 51':. " ^ « . • 

. * iCual es el drea del cuadrado ABCD? El area de ABCD es 
100 Vinldades cu^dradas. Entonces el Irea de BEPG es 400 
unidades cuadradas, , Ahora responde a las slgulentes preguntas: 
II. (a). t,Qud relaicidn hay entre el area del clrculo y el ^rea 
de BEPG^ 

(b) iEs el lirea del clrculo un poco mayor que tres veces , 
el irea de ABCD? # 
' (0) iComo puod^ determlnar rapidamente el ^rea del cua- 
* drado ABCD? ^ 

' Corao hemos vis to por la-s respuestas a 3 preguntas ante- 
riore^, el area de BEPG es ttiayot que el' • del clrculo. ' . 
Pueatd que el .area de * BEPG es cuatro vecet el ^rea de ABCD. 
entonces, cuatro veces diez veces diez (4 • 10 • ^TO) da un 

• producto maj'or que el dcea del clrculo, Pero el *area de^l'*cl-rculo 
es un poc9 nayor que tres veces diez veces die^ (3*« 10 • 10). 
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. Lqs niatematicos hari demoatrado que para cualquler clrculo, 
au area un poco mayor que crea vecea la medlda de su radio 
multlpl'loado por 'al.m.lsTno. Cl-a medlda del radio del clrculo en 
la fi^ura oro 10. Esta era la mlsina que la riiedlda del lado del 
cuadrado ABCB. ) SI area de un clrculo ea igual al producto de 
ff por el 'iuadrado del radio. En lenguaje raatematlco, declraoa 
que • ' 

■ A = )rr? . 

doncie A es el numero do unldadea de ^rea ^ ^ es la medlda 
del radio* ^ * 

VbiJ ^amos a la comparacldn de las dos sartenes* Una sarten 
Circular do nueve pulgadas de dlametro tlene un radio de ^ 
pulgadas (6 pulgadas). El area de la sarten piaede ser 
calculada a^l: 

' A = irr^ (Usai^do ir «^ 5y) 

22 Q Q 
A ^ • I * I 

Ahora poderaos- responder a la preguntat "iQ^e aart^n tlene mayor 
auperflcle para trelr, una circular de nueve pulgaaaa de dlametro 
, o u/ia cuadrada de ocho pulgadaa de lado?" <,Cual ea tu reapueat^? 

EJerclcioa 11 --7 

U 'fsando tt •» 3I, halla las areaa de loa clrculoa cuyos radloa 

ae Indloan a contlnuacl6n : 
* . (a) 7 pulg. * (d) 21 yd. ' 

(b) i:= pies (e) 3.3 nmi. 

(c) - cm. ^ (f) 4.2 yd. 

2, Tjfaando ^ «» 3. 1^, halla laa ^reas de loa clrculoa cuyoa 
radios a.^n loa slguJentes: 
{a)*"' 8 plea (d) 20 plea 

(b) -10 yd. (e) 18 pulg. 

(c) l^cm. (f) 2.5 yd. 



4 
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3. Er. la slgulente tabla ae dan datoa sobre clnco circunferendas, 
Halla las dates que faltan, toiTA. io 3. 1 como .aproximacldn 
para 





Clrcunferencla 


Radio 


Dlametro 


Longitud de la 
clrcunferencia 


Area 


(a) 


A 


4 pies 




* 




(b) 


B 




l6 cm. 






(c)- 


C 




20 plea 






(d) 


D 






100 ml. 




(e) 


E 


111 pig. 


\ 







4. iQu^ sarti^r* tlene jsayor 3uperflcle pa3^a frelr, una circular de 
ocho pxilga'das de dlametro o una cuadrada de alete pulgadas de 
lado? (ir «» 3. 14) 

5. La parte superior de un tambor circular tlene doce pulgadas 
de dl^etro, ^Cual es su' area? 

6. (a) iQu^ metodd es mas facll para feallar el area de un clr- 

culo— Riedlr su radio y calcular el area, con la ayuda de 
vr , o medlr el drea dlrectamente con una unldad de medl- 
da aproplada? ^ 
(h) ^Debeji dar los doe m^todoa el mlsmo resulta'io? 

7. Un terreno rectangular* laide 
kO pies por 30 'pies y tlene 
ffu mayor parte aembrada con 
grjona, salvo un maclzo cir- 
cular de f lores que tlene 
7 plea de radio. iCual es el 
area aembrada eon grama? 




FRir 
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8» La flgura representa una eurva 
olmple cerrada formada por.un 
arco cie clrcunf erencia y un 
dlametro de la mls^na. El area * * 

dol Interior de osta curva simple cerrada, medlda en pulgadas 
cuadradas, es ^ No emplees ninguna aproxlmacldn para t 
• en eate problema* 

(a) iCual 'es el area del olrcijlo entero? 

(b) ^Cual ea el cuadrado del radio? 

(c) ^Cual es la longitud del radio? 

(d) iDe que longitud es el tramo recto de la curva simple 
oerrada representada por la flgura? 

* (e) iCual es la longitud de la clrcunf erencia completa? 
» (f ) iCual es la longitud del arco circular represent^do por 
la flgura? 

(&) iCual es la longitud total de la curva simple cerrada? 
*9. La tierra esta a unos 1^0 millones de klldmetros del sol* 

La drblta (o trayectorla) de la tierra alrededor del sol no 
^ es realmente circular, pero si lo es aproxlmadamente* Suponte 

que la drblta es circular j entonces la trayectorla estara en 

un piano y tendrd una region interior (en el mlsmo piano), 

4En cuanto se puede estlrnar el-area de ese Interior? 
10, El centro de la clrcunf erencia 

m^s grande esta sobre la clrcux*- 
« i erencia mas p^quefia* La inter- 

soccldn de las dos circunferen-- 

cias es un pun to ^Inlco, Este 

punto y ios centros de las dos 

clrcunf orenclas est^ sobre una 

recta* SI se toma como tinldad 

de medlda el interior de la 

clrcunf erencia mas pequefta^ ^cual sera la medlda de la region 
interior de la circunferencla grande, pero exterior a la cir- 
cunferencia pequefta? 




ERJC 
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•11, Siguo las ir.atru2ciouG3 que se suglea:*en a contlnuacidn y 

aprt^nderas otra manera de descubrlr una relacidn entre el » • ' 

radio y el area de myi rdsmo clrculo. ntlllzando tu corapaa, 
dlbuja una clrcunferencla grande sobre una hoja de cartulina. 
Llaifia P al centro de la circunferercia. (V. la f?.gura a la 

y l»«{iierda») '.-sa el limbo graduado para trazar echo rectas que 

pabtiri por P y divldan el Ir.terloV <?«l clrculo en dleclp^ls ; ^ 

reglones, todan de Igual Irea. fV. la flgura a la derecha. ) 




^4l\5edes calcular cuantos grados de arco tendra cada uno de los 
di<icisel3 arcos? ^ 

Recorta el clrculo separandolo d«l resto de la cartulina, 
Corta el interior del clrculo a lo largo del dlametro en llnea 
1^1 cna. Toma luego cada una de las c^os mltades, y corta oxjida- 
dosanente a lo lai'go do las lineas punteadas de los rayos^ 
partlendo dt> P ^ y hasta casl llegar a la circunferencla mlama* 
Colgarido laa^ocho porclones angulares, deben parecer dientes. ' 




ERIC 
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Junta luego los dos semlclrculos de manera que las sallentes 
del uno se .coloquen en laa 
ent;rant#s del otro* (En la 
flgura se muestran uno a pocos 
de los dleclseis dientes* ) 
Los bordea superior, e inferior 

de la flgura as! forraada tienen aspecto ondulado. SI fueran 

rectos, la flgura entei'a serla el interior de un ^ 

(llena el espaclo eri bianco con un nombre adecuado pajya. esta 
. curva 3lrnple cerrada). Como aplicacl-5n de loa resultados del 
Capltulo 10 puedes esfclmar el area del interior de esta 
curva xisando las medidas de ^age aparente y de su altura. 
iQue relacidn hay entre reaultado y el producto de ir 
por la segunda potencla del radio? 
12. PROBLSMA DIFICIL. Un establo tlene 40 plea de largo y 20 
plea ^d8 ancho. En el punto medio de uno de los lados mas 
largos se ha fljado un^ cadena de 35 plea de largo, Otra 
cadena de 35 pies de largo se ha fljado en una de las es- 
qulnas del establo. - Cualgulera de eatas. cadenas puede 
utlllzarse para atar una vaca raientraa coroe la grama., 

(a) iQu^ cadena da a la vaca atada la mayor area en la que 
puede paatar? 

(b) iQu^ dlferencla hay entre las areas de las dos regiones? 
(Usa 3^-1^ '6 como apr'.xlmacldn para tr. ) 
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11-8, SdXiaos ^clHt;drlco3 —Voluaieri 

' En el Capltulo 8, has estudlado loa 3<5lldoa rectangulares, 
Bu volumen y.el area'de su superflcle. En el Capltulo 10, haa 
vlsto el prisma, su volumen y el .^rea de su* auperflcle. Aqul es- 
tudlareraoa' otros sdlidos que se encuentran f;pecuentemente en la 
vlda dlarla,. Suponte que un s<5lido tlene .una base circular, como 
en el caso de una lata de conservasj en vez de una base rectangu- 
lar como' una caja cualqulera. Eae sdlido ae llama scSlldo bllln- 
§}^lco (o alraplemente cillndro ),! Te son famlliares btroa ejemploa 
de adlldos clllndrlcos, come tubo's de papel, tanques, alios y 
algunos vaaos para beber, 

Laa flguraa que se mueatran a contlnuacl<Sn repreaentan cilln- 
dros. Las de la Izqulerda ae llaman clllndros rectos. Comparalas 
con laa de lbs olllndroa obllcuos de la derecha. 






CILINOROS RECTOS 



CiLINDROS OBUCUOS 




Rararc.«nte vemos olllndroa obllcuos en la vlda di^ia.' Por 
conslgulente, aupondremoa eneste capltulo que nuestros adlldos 
son olllndroa rectos, » " " 

He aqul una llsta de'algunas-propledades importantea de un . 
cillndro recto: 

(1) Tlene doa bases isongruentes (una tapa y un fondo) y' 
cada una de ellas es una regldn circular. 

<2) Cada una d^las bases esta en un piano y los dos planoa 
*son paralel\)s, 

(3) SI los planosNde las bases se colocan horizon talmente, 
la base aupej?d.or eatd dlrectamente enclma de la base 
Inferior, A 

W La aupe3j^^le^"^teral del cillndro ae* compone de los 
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purstos de los aegraentos que unen punfco de la cly- 
cunferencla Inferior con el punto que *esta directa- 
mente enclma de ^1 en la cireunferenela superior. 

Hay dos nuineix>s que representan longitudes que '^errolten 
cttracterizar un siSlido clllndrico;' el radio de la base del 
cilindro y el alto (o altura) del mlsrao. La altura es la dis- 
tancla (perpendicular) entre los pianos paralelo^ que contlenen 
I'ffs bases. La altura de un cilindro recto se puede^ tambi^n .ima- 
^Ji^r como la longltud del segmento mas pequeffo posibl-e conte- 
nido en la superflcie lateral y que une las dos bases. 

' iC<5mo podemos hallar el volumen de un isdlido cilindrlco? 
En clorto sentido hay un mdtodo bastan$e facil. Si el solido 
es como una lata de " conaervas- y p"uede contener agua (o arena) • 
podemos llenarlo y luego vaciar su contenido en un depdaito de 
tamafio normalizado. Sin embtirgo, queremos conocer una rcanera 

* 4. 

de llegar a la respuesta sin hacer eata qperacidn cada vez. 
*Para algunos cilindros^ este m^todo seria impracticable, lauchas 
veces iraposible. 

Recuerda cdmo hemos encontrado el volumen de una caja o de 
un prisma (recto). Primero hemos considerado una caja o pristna 
de 'una unidad de alto. El n^raero de unidades ciibicas de eata 
ca.Ja o prisma s rla el misrao 'lue el r,umero de unidades cuadra- 
das de su base, Luego la medida del volumen era, claramemte, 
la* medida del area de la base por uno. Si la caja o prisma 
tenia una altura de dos unidades, entonces la medida del volumen 
era 'claraniente el doble de la medida de;L area de la base. Es 
.decir, serla 2 veces' la medida' del drea de la bg^se. 




% 

k * 

En general, si el ^ea de la base fuera B \Anlda«es cuadra- 
das y el alto de la caja o prisma fuera-. h unldadea, entonces el 
volumen seria 2- • h unidades ciSblcas. ' 

. Exaptamente lo mlsiao ocurre con un s<5iido cillndrico, 
medida dei vol^smen del ellihdro ea simplemenlie 'la medlda del area 
de la base por la medlda de la altura. El drea de la base del', 
cllindro es trr unldadea cuadradas. Entonces el volumen e's 
Tfr h unidades cJblcas. 

Tenemps ahora un princlpio baslco que se a>)lica a las cajas, 
a los otros, prismas ^ a los clllndros.' La medlda del volumen es 
la medlda del ^rea de la base por la medlda de la altura* En 
t^rmlnos matematicos, se escribe esto frecuentemente asl: 

' V = Bh . , 
donde represer.ca la medida del area de Ic base jr h representa 
la medida de la altura. - 

Debes aprende - y reeordar la manera de calcular ^el volumen 
de los sdlldos clllndrlcos. Par^- calcular el volumen de cualquler 
3<5lido do esto tlpct simplemente raultlpllcas la medlda del area de' 
la base por la medlda' de la altura. La altura es la dlstancla • 
(perpendicular) entre los pianos paralelos que contlehen las bases. 
SI te Ima^lnas la rigura geom^trlca y lo que quleres deterralnar, 
entonces mu^:ho3 problemas de este tlpo son rauy f belles. 

Por ejemplo, suponte que qulei^es calcular el volumen de un 
clllndi^ cuyo radio tlene una medlda de 7 y.cuyo alto (o altura) 
tlene una medlda de 10. * * - * . ' 

V = Bhj para un cllindro, B = trr^ 
Por conslgulente,' V = irr h 

* ■* 

V 7 • 7 • 10 

.V = 1,5^0 • 
El volumen del cllindro tlene unas 1,540 unidades -cxSbleas. 
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Not a aobre los cdilculQa* Algunas veces, cuando ae hacen 
**cilcul03 en los. que interviene tt, resulta mas f ^cll .usar eu 
. a{ir6xlmael6n decimal solamente^ en las -(Jltlraas partes del c^- 
culo aritm^tlcb. De esta manera utlllzamos lo menos poslble 
loo deciiaales con muchaa clfras. Conslderaj per ejemplo, 
.ir I 5^ . 8, Observamos que 5^ = 25 7 ^^^e _ ^5 * 8 = 200. 
Por oonslgulente, ir ,^ 5^ . 8 « tr. . 200 • (200) = 628. 

Este procediraiento ea mucho rd&s simple que raultlplicar 3.1^ " 
por 23 y luego multipllcar el resultado por .8, 

Ejerclclos 1 1'-'8 
1. En el slgui«ente c-jadro se dan d^itos de cinco clllndros 
rectos. Las letras r y h son las medldas del radio 
de l.a base circular y de la altura del 'cillnd2!*o, respec- 
tlvamente, Usando 3. 1 como' aproximacldn para ir* halla 
los volwinenea ' de los clllndros. 





Cillndro 


Radio (r) 


Alto (h) 


\'[ol"umeh 


(a) 


^ A 


4 pig, - 


8 pig. 


? 






8 pies 


4 pies 




(c) 


G 


10 cm. 


30 cm. 


? 


(d) 


D 


•7 yd. 


25 yd. . 


? 

1 


(e) 


E 


12 pig. • 


12 pig. 


0 
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Halla lo3 vol\Smene3 de loa clia^ndros rectos que ae mue^tran 
a continuaGl<5n. Se^ dan las dlaienalones para el radio y la 
^altura de cada cllindro» Las figures no eatin dibujadas a 
eacala. uaa tt « 3. u * . . 



(a> 




'{b) 



1 




M 




D 



25. pits 



Un silo (con techo pl^.o) tiene 50 ples.de alto y su radio 
interior ntlde 6 p'ies.^ ^Ouantos pies cublcos- de granos puede 
contener? (iCu^il 'es su volumen?) 'Uaa' ir « .3. l^i. . 
Un tanque olllndrico para agu'a tiene 8 pies -de alto. El dl^- 
meti-o (no el radio) de su base mide 1 pie. Halla el volu'men 
«n pies c^blcos) de agua que puede contener. * Deja expresada 
tu reapues-ta en t^rmlnos de ir. Sl.usas.una aproxlmacldn para 
ir, icual es tu respuesta con la aproxlmacldn de un pie cilblco? 
En uri pie c\Sblco de agua hay unos . galones* iCuintos 
galones contendra, aproximadamente, el tanque del problema ^? 
Halla la cantldad de'agua (volumen en'pulgadae c\lblcas) que 
puede; contener uo tubo de 400* ^les de -largo =81 el radio Inte- 
rior de -^u seccldn transversal-^ es 1 pulgada** Toma 
(Unaseccldn transversal tiene 'la forma de i^a base. Una aeo- 
cidn trwasversal es 1| Interaeciildn del adlldo con un piano 
paralelo a loa pianos de las bases y coloca<>o entre 0II03. ) 



"•Y. ^ Halla.el vo'l'jmen de un a<5lldo cillndrlco Vuya altura es 10 
centimetres y ouyb ra<aio de la base es 3 centlmetros. Deja 
tu respuesta en teminos de ir. . 
ya, £:n el problema 7, tcual serla el volurnen si el alto se dupll- 
^ ca^^'y la base pemaneclera sin camblar? 
*9, En el problema 7, i^V^ serla el voluraen *si el radio de la 

.base 36 duplicara y la altura pemaneciera sin camblar? 
♦10. En el problema 7, icual seria el volvimen si se dyplloaran a 
la vez la altur^ y. el radio de la base? (Imaglna que prl- 
mere se dupllca.la altura y luego ae dupllca el radio de 
3;a base de este nuevo clllndro* ) 
*11. Kn general, ^oual' es el efecto sobre el voluraen de un. sxSlido 
cilindridb cuando se dypllca la altura? iY cuando se *dup|li6a 
el radio de la base'? cuando se duplican aiabos, el ra^o 
de la base y la altura? . ^ i 

12. PROBLEMA DIFlcl>f,. iCual es la caxitidad (volumen) de laetal 
en un troso de tub^rla de agua de 30" de largo si el dil- 
metro 'interior de una seccidn transvers^al de la tuberla es 
2" -y el dianerro exterior es 2.5". Usa t « 5. 1. • 



1 1 -9. Sdlld'os cillndricos — Area total 

En la se'acldn anterior hemos oonsiderado problemas sobre 
el volumen de un clllndro. Consideraremos ' ahora el toa de su 
3upert*icle. Hay do s preguntas que se puedert proponer: (l) 6Cudl 
es el area de una superficle curva? (2)"iCudl es el drea total? 
Es facll ver la relaclon entre estas dos preg^J^tas si nos ima- 
glnamos el solido. El drea total es el area de la superficle 
curva mas el area de- lets bases superior e inferior, Pero el 
drea de las dos bases' e3.1a ssism'a.' La roedida de una de ellas - 
es wr^, doRde r' es la »edida del radio de la base, hai, pu>es, 
si encontramos uaia manera de .hfellar el area de la superficle . 
curva, podemos encontrar -eS. area total. 
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^ * La •^clqueta de una lata conaervaa ciJljre^casl Wua la super^ 
\flcle cu^-va de la lata, Supondremos que eata etlqueta cubre com- 
pletamence la sufierflcie curva de la lata. Entondes, el area de 
la e.tlqu^ta ea el area lateral del clllndro* iCdmo se fabrlcan 
. laa.etlquetaa? Se oorXan y se Imprlmen en forma de reglones re<^ 
taftgulares. El alto de tal roctangulo ea el alto del sdl;Ldo cilln. 
drico. 'La longl^ud de la base es la circunferencia de la base 
• Circular' del cilindro. (Cuando se- fabrlcan, las etiquetas tlenen 
esta longl-ud y un poqulto mis, para pel«raitlr la superpoaicldn de 
lo3 border Qxtremoa. ) HI area lateral de un cilindro, eritoncea, 
no-es otra coaa que el area de un rect^ulo como se ^uestra^a ' 
contlnuacldn. • . * 





I LONGiTUD DE tA 
I*- CIRCUNFERENCIA 




4 



DEL CILINDRO 

Hemoa observado que el area lateral de un cilindro es el 
area de ciertfo rectangulo. La altura del rectangulo y la altura 
del cilindro son Iguales. La longltud de la base del rec.tang;ulo 
y la lorigltud de la clrcdnf erencia- de la base del cilindro son 
Jguales. For consiguiente, la medida del drea lateral del. cillri- 
dro es^el produeto de la medida de la longitud de la circunferen- 
cia de la base y la medida de la altura. . Eiitonces, la medida* es 

Zmr . h ■ 

Y la medida del area total es 

2Trr . .h /*27rr^ . * 

• Jlay eiertas sufyerficies* curvas, como la- superficie de una ' 
. tola, por ojemplo, que no^ pueden ser tratadas de una raanera tah 
.sencilla. Las superficies rectangulares' y algtonas otraa super- 
ficies planae tjo pueden ser extendidas bien* sobre ellas* Las 
• ^reas de tales superficies pueden sdr tratadas de otras maneras. 
Fellzmente los cllindros tlenen superficies curvaa "faciles". 



ERIC 



11^9 

don referenda a las medldas sofcre los clrcuios, son may 
Impoijt antes dos de las formulas presentadas en este capitulo. 
Baas formulas soni <. 

u c « Zttt (d c « ¥d) . 

Las f(5rtRulaa para 'el vo lumen y el area de, la superf Icle de un 
s<>lldo clllndrlco utlllsan esas dos f6rpulas. Por . conaigulente, 
no es esenclal que meraorlo^s las f<5miilas para el-"yolumen y e.l 
area de i'a superflcle^ si puedes recordar lo que ellaa repre- 
sentan. 

Debes entender. y conocer el principle general bdsico para 
la obtencl6n d6 los vol\lmenes de varies s<Slidos« Para a^lldos 
que son prismas rectos y cilindros rectos^ este prlnclplo noi 
5^ ^Ice que la r^edid^, del -vf^lumen es ^product© de la medida del 
• area *de la base por la medlda de la altura, o en ^imbolos mate- 
maticoa, V » Bh. ^ . , , 

Pinalr.ente, en varlos problemas tales oomo el odlculo de 
dreaa de las superf iQles, debes imaginarte los^^DbJetos geora^tri 
cos y lo que ya conoces. Por ejemplo, para hallar el ^ea late 
ral de un sdlldo cllindrico, Imagina c<5mo serla esta superficle 
lateral si f' -^ra aplanada^. Entonces el drea lateral es el area 
de un re ^sgulo. Para 'ofetener el drea total, suraa al^brea 
lateral el doble del area dfc la base. Eh slmbojos matematicos, 

2 

donde . S™ repres'enta la medida del area total de un cilindro, 

d representa la medida del di^etro de l.a base, 
, * r> ^presenta la medida del radio, de. la base y. 

h representa la medida 4e la alturjf del cilindra. 
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Hallar el drea tot^l del "* 
cllindro que se n^atra a la 
darecha: (Uaa* ij^ ** 5.^. ) , ' ^ * 

» 880 J08 • ' ^ 

El area total es aproxlma<aainente 1,1 88 pulgadaa cuadradar. 




. * EJercloloa 11^9 ' ' . . 

1. En la taWa' at dan.los'datoa de cinco clllndros. Tomando 
5. 1, halia lo3^<iat«ia que faltan. ^^''^Y 





Clllndro 


. '1 - 11. J II 
, Ra'Jio^ de 
Ic base • 


BdLametro de< 
la base 




Ai^ea tota: 




(a) 


A 


^ — , » 


10 pig. ^ 


10 pig. . 






(1^ 


T. 


1 pie 


0 

1 


3 plea 




(c) 


G 




16 plea 

* r 


17 plea 




(d) 


D 


- 1& cm. 


? 


50 cm. 


? 


(e) 


, E 


? 


^ 8 ;/d. 


12 yd. 


? 




PROYECTO PARA 5XTECUTAR KN CASA. Qompleta el slg-aiente pro- 
yocto fuefa del aula. 

{a) Tor.a jna lata da conservao cualqulera. KIdela y ponle 
luego una etlqueta de manera que cutora su superf Icle 
•;urva sin superposlcionea. Tu etlque:.a tendra la forraa. 

d'? ur. * Sxx alto shtb. el de la lata. La 

Icng^tud de au base sera la de la lata. Trata 

de aplicar cu etlqueta a vor si coincide. 

(b) Toma otra lata de conservar. de diferente taraaflo de-la 
anterior. Haz una etiqtieta sin efectuar ninguna raedl- 
cion, Deterralna el tainafto deaeado de la etiqueta por 
<^omparacl6n con la lata. 

{'■:) Con una cinta de medlr o una cuerda (que msdlraa despues) 
Uv^lcula el area lateral de la lata de la parte (b), 
midiendo dlrectamente la. circunferencia de la base y 

la altura. ' 
(d) Mide el dlametro (y lu'^go cal<:u\a el radio) de la base 
de la lata de 1 *i parte (b). Utlllzando estos datos y 
It. altura, halla el area lateral de la lata. ^Coincide 
tu resn'J'^sta con. la que obtuvlste en -la. parte (e)? 
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Ilallci el lir'.a lateral (en cer^lmetros cuadrados) de \an aolido 
clllndrico c .yo alto es 8 centlmetros y el radio de cuya 
base es ItV centlr.etroc. ?oma tt 3. i4. 
Hiilla ol droa total del cillndro del problems 4. 
c.Cuanto3 roetros cuadrados de laiaina inetallca necesltas para 
construlr u.»: tar.que clllndrico cerrado c«ya alcura es 1.2 
motro3 y el radio de cuya .base es 0.8 metros? ^Cuantos 
inotros cuadrados necesitarlas si el tanque estuviera ablerto 
en la parte superior? i 
-I'na aldea tiene un gran tanq\' cillndrico para agua, que nece- 
situ plntarye. Un gal on de plntura cubre unos* 400 pies cua- 
drados. ^Que caiitidad de plntura se neceslta para cubrlr todo 
el taniuQ. si el radio de la base es 8 pies y el alto del tan- 
lue OS '^0 pies? Da tu respuesta con la aproxlmacion de un 
decln.o dc galon. 



10, ;-rCICJ:AL; Hepaso de los Capltulos ,10 y ll 
Fr" ou.^nt€>r.er.t.D el uso de diagrarnas ayuda mucho a poner de 
r.af.irii:3.to ciertas relacionea. Por ejemplo, 

puede representar 2*3=6 

Medlante diagrarnas 30 pueden representar las relaciones refe- 
rentes a sumas y productos* 



puede representar 
2J(3 + 5) a ^ 3 f 2 • 5 

^ 6,H- 10 

Has eatudladc maneras de ealcular perlmetros, areas y volumenes 
para clerto numero de flguras geometrlcas y sus Interiores, y 



15') 





haa expreaado estos mdtodos brevetnente en proposlclones num^- 
ricas o formulas* 

« 

contlnuacidn se dan doce dlagramas de varlas de estas . 
formulas y una llsta de laa flguras geometrlcas a las cuales 
se apllcan una {o mas) de esas formulas^ Copla cada diiagrama 
en una hoja 'de papel y escribe al lado lo slgulente: 

(a) El nombre de la flgura (o figuras) a las cualec se apllca 
el diSLgrama* (Toraa flguras de la lista Indlcada* ) 

(b) Lo que la formula dice acerca de la flgura: area, perl- 
metro, volumen^ clrcunferencla y area lateral* 

(c) La formula que representa el dlagrama* 
Llsta de figuras ^ paralelogramo 

prisma rectajigular 
oircunf erencia ^ 
trlangulo 
rectangulo 
prisma triangular 
cllindro 
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H» (a)* Er. tus coplas de loa dlagramaa, dlbuja una circunferencia 
alreaedor de cada numeral, 
(b) Dlbuja un cuadrado alrededor de cada slmbolo para una 
nedlda que tlenes que conocer para apllcar la fomula a 
una flgura particular. \ • ' ^ - 

■(c) Apllca una regla horizon talnente a traves de los dla- 

gramas (l) a (lO) en tu texto, para separar los nume- 
rales de los slmboloa *para las medidas. ^Por que hay 
en algur.os diagramas mas flechas debajo de la regla que 
en otros? 

(d) Cada una de las, formulas indica la manera de encontrar 
la raedida de lana cantidad que tlene una dlinensldn, doa 
dlmenslones o tres dlmensiones. Coloca '^2" d "3" 
al lado de cada dlagrama para mos^rar la dimension de 
la especie de cantidad con que^ se relaclona. 

(e) iVes- alguna coRexion entre tJ^aa respgestas a las pregcntas 
• " " ^2(t) y 2(d)? . ; 

(f) Mlra los diagraiTias de las forfnulas para hallar volumenes. 
(K^ tres.).. Pon una B en el extreme tie una^ riecha, 
pax*a separar la parte de la f6rmula que da ^1 area de * 

* la bctae del resto de la formula. . • 

*(g) Constri^Ve formulas referentes a cuadrados y cubos. . Haz 
diagraiij,Jis para esaa fortriulas, e indlca lo que slgnlfica 
cada dlagrama. 

*(h) Plbuja* los diagramas (li) y ( 12) de dlferente manera. 
Escribe, las formulas para tus nuevos diagramas. 

f 
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Efi la figura anterior, determina con tu' llmtoo gracluado, la 
medlda de lofs sigulentes arcps. Indies, tus resultados usando 
correctamente I03 slmboloa. 

(a) Sffi ^ . (d) '5^ ■ . 

(b) ' A3C (e) Ri4 " 

(c) CQD , . " ' . 
La longltud de cada lado del 
tridngulo EPG es '^h.B metres. 
•La dlstancla entre E y el cen- 
tre P ' de 1^ circunferencia es 
20.0 metres. La medlda de la 
altyra del trlangulp EFG d« 
E al lado "PB" es 30. 0 metros. 
i,^) iCual es el ;drea del tri- 

ang'ulo EPG? 

(b) iCudl es el area del cteulo? (Utillzay3. l42 como 
*aprox±maGi6n para ir, y redondea tus respuestas oon la 
aproxlmaclon de un metro cuadrado. ) 




10 



(c) Dlbuja en zu pap©?, un ci»oqvla de la flgui»a y ^ombrea 
la interseccidn del Interior de la. clrcunf erehpla y el 



exterior del trldngulo EPG. 

(d) iCual' ea el area de eata Intersecclon? 

(e) "El semiplano ie EP en que est^ el punto Q se Inter- 
• • seca con ei Interior de la clrcunferencla* iCuil es el 

area de eata Interseccidn? 
A continuacl6n se rauestran cuatro flguras que representan, 
curvas simples cerradaa. Cada curva es la reunion de varies 
segmentos y de tino o dos arcos de clrcunferencla* Gada arco 
*e6, o blen una seralclrcunferencla o mlde 90 grados. Los 
segmentos puhteados no' foirosji parfe de las curvas simples ■ 
^cerradas, pero son utiles para indicar longitudes. Para 
cada curva, halla ?u longitud- total y el area de su region 




1 



4 



!6 METROS 



(Usa 2. ) 



24 METROS 



' (b) Gada segment© tiene 31.4 centimetres^ de longitud. 

La dlstancia entre loa segmentos paralelos es 17.9 




centime tros. (Toma v «" 3, 14, y redoHdea las res- 
puestas Tinsaea' con^a aproxlmacidn de un centimetre^ 
o de un cpntlmetro cuadrado. ) 
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(c) La unidad de medlda en *el 
pie. (Deja tus reapuest'as 
en t^rrolnos de f. ) ♦ 



1.1 -10 




*(d) ■ La unldad de medlda ea el' 
mlljmetix). (Deja tus res- ' 
puestas en temJ.nos de ' ir.-) 



r 



6, 



18 



• *7. 



Kalla el volumen de un monumento 
.construldo de la aigulente . manerL 
la taae §s un blQque rectangul-ar 
de mamiol de dlra^alones ¥ por 
6';'por 2' de alto» Sobre el . 
cencro del blo.que hay un sdJldo 
cillndrlco de 8* de alto. - 
alendo el radio de au clrcunferen- 
*cla de bas6 i». Toina tr«»3, . ' 

Halla 01 ^ea total de la auperf icle' llbre del monumento del 
problema anterior. La parte Infe^^lor de la ba'ae no se conal- 
dera como auperflde llbre. 




t* * 



^ Capltulo "12 
SISTEMAS MATIMATICOS 




La figura anterior repres^pta hi^a^ ^ " 
. mlnutoB, El coro es el r^.^r ! ^ "'^^'^'^ 

llegada una rocaeldn de la agujk. ■ 

Con eate modulo podrlamos par*-lr de n „ «^ • ' 

la -rnlama manera 00.0 se nrueve la aguja del reloj. W elemnl! 

•del dla^co. ?lo3 detendrlamos en 2 \i ! .! ^^^^ 
una: rotacldn de ^ d. ?! ? ^1 a continuacidn efectuamba 

^eloj) „o3 d'L ? . ^ ^ (movl^ndonps oomo la aguj^ del 

d« ^ ! . • -l .pr;liner ejemplo podrla fo«nularae asl- 2 + 1 
aa 5, donde el 2 ir.fH^» 2 , ^ , + 1 

da 1 doAd. el a yelai-ni Ar^^^ ' * ' ' 

. de eaorl^L-'ato yna manera f^oll 

2+3=1 (rood h) 



que ^^/^^^^ ^, ^^^^ equivalence a uno (mod M o tambl^n 

d08 maff treR ea congruent© con \jno (mod 4), 
El (moa alsnlfloa que hay cuatro numerales: 0, 1, 8 3 . 

el dl3=o del reloj. Kl slgno . slgnlflca lo <»-_«:''-^^- 
mo8 a^tea oomo nuaatro nuevo-tlpo de adloldn. El = antra 
2 ^ 3. , el .1 ■ indlcan que 2 * 3 ' y 1 lo .*» 

"aquivalentes") an eate reloi. Abravlanao. la Uanamoa ; adlclon 

oionea. pero Sata ea la mda cc»Sn. Ba ej^praaldn («>d *) darlva 
TaValgunas vecea * sa Ua«a "el «6d«lo" qua Indlca cutotaa 
etapaa hay que paaar antea dejepetlr el loodelo. . • 

Ejemplo l- Halla 5 + 3 («o<l 4). •- 



5 + ^ « 2 (mod 4) 






2 + 3 s 1 "(moa 4) 

(2 + » + 3 s 1 + 3 



1+3=0 (mod 4) 
0 (mod 4) 



J 



# t 

La 3lsuient# tabla llustra algo de lo que pasa con la adlcldn 
en eX aiatema (rood k). 



{Mod 4) 



+ 

0. 
1 

-**2 



'3 



I 



0 12 3 



12 

3 O 



1 



0 



Leemos una de estas tablas algulendo- la norl^ontal que'comlen^ 
za en una entrada de la columna de la Izqulerda, por e^emplo 2, 
haata.clerto lugar debajo de alguna entrada de la flla superlo- 
tal como 3 (obse^rva las fleehas). Ernumero correspondl^ftte I 
est^ poalclon en la tabla ae-toma; como ^.esultado de comblna^- ' 
elemento de la coluinna [de la Izqulerda con el elemento de la nia 
sup^^rlor (en este orden), * En el 'oaao anterior e8crlb3ln^^ • • 

2 + 3 5 1 (mod ^i). smplea la tabla para comprobar que 

3 1 H 0 (mod 4). 

, Ejemplo I. C-O'wPleta las slgulentea propoalclones nWrlcas^ : 
para convertlrlas ftn enunclados verdadei'os. 

(a) 3 + 4 5 ? (m€id 5) - ' * . . ^ * 
SI ae representa^a el slstema '(mod 5) poy .el disco- de un 
i-eloj, e.ste tendrla marcadaa clnco posi clones i ^es.declr, 

2*^3 y 4. ^ SI dlbujas este reloj Veria que 
3 > 4 = 2 (mod 5) * puesto que 3 sli^lfica una^ rotacidn 
^ de ^ a partlr de . 0. A ^sta slgue una rotaci<$n de . i . 
- ■ que teiTOlni^. ea 2'. " • ' • ^' 

(b) 2 + 3 51 • * . \ 

2 + 3 2 0\ (mod Esta es una rotacldn de | a partlr 
de 0 se^ida de una rota^KSn de | que conduce a 0, 
' (c) 4 + 3=9 (mod'6)^ ^ 

Kn el sistoma (mod 6) las poslclones en el ^dlsco del ' 
reloj estan m^cadas 0, 1, ,2, 3, 4 y 5. Sl 'dlbujaa 
«8te reloj veraaf que 4 + 3 = (mod 6). . 
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E>1erclcloa 12-1 

1. Copla y eoRipleta la tabla de'sumar (mod 4). Empleala para 
con^letar laa 3lgu?.entea propoaiclones num^rlcas; 

(a) 1+2^ ? (niod ^) (c) 2 + 25? (mod 4) 

(b) 5 3 £ ? (mod 4) (d) 2 + 5 £ ? (rood 4) - . 

2, Construye una tabla de mtnBT (mod ,0 y ^^a tabla de sumar 

(mod 5). \ 
5, Usa las cablas del problema 2 para calcialar lo sigulentej 
• (a) 1 + 2 s ? -^mod 5) . (c) 2 + 2 s ? (mod 5) 
(b) 5 +• 3 - •? (mod 5) i^) ^ + 3 s ? (rood 5) 

k. Construye t^jitas t^ablas como neceslres para completar las 
'algulerltes propoaiclones num^rlcasi 
• (a) 5 + 3 - ? (mod 6) (c) 3 +" 6 h ? (mod 7) 

(b) ' 5 + ? tmod 6)' . - <d) 4' + 5 s ? (mod 7) * 
Nota: Conserva todas las tablas que has eonstriildo, pues^ 
las usareraos mas ad'elante en «ste capltulo. 

5. Su3tl.tuye x de manera que' las slgulentes proposl.ciones 
pum^rlcas se convlertan en enunclados verdaderos: ' 

(a) 4 + X 2 p (mod -S)- (e) 3 + X s 2 (mod 5) 

(b) X i- 1 H 2 (mod 3) '(f ) ■ X + 4 s 3 (mod 

(c) 1 + xTl~(Tnod 3) (g) X + 2 = 0 (mod* 3) 

(d) 2 + X H 4 Cmod 5)' * (h) 4 + X = 4 (mod 5) 

6. Tlenes un reloj de clnco minutes. iCuantaa revolucj,onea 

' completas efectuarla la a^uja para indrcar que * hfflri' pasado 
2^ mlnutos? iCual serla 4a poslci6n de la aguja al ^final 
de los 23 mlnutoa? " (Suponte que la aguja parte de la 
poalcldn 0. ) ^ ■ ■ 

7. iQu^ hora ea alete horas despu^s de las ocho? iOiie hueva 
class de adlcldn us'arlas aqul? 

8. "ijii^ fecha es nueve dlaa deapu^s del 27 de marzo? iQu6 
> nueva clase de .atllci<5n usarlas aqul? 
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. Antes de (^onsld«.rar una nueva multipllcacidn, veamos una 
parte do la tabla de mMltipli^car pal>a los niimeros cardlnalea. 



X 


^0 


1 


2 


3 


- 4 




o 


0 ' 




0 


0 


0 


: 0 


0 


0 . 


1 


0 


J . 


2 


5 


■ k , 




^ 6 


2 


' 0 






D 




10. 


12 


3 


0 


3 




9 


12 


15 . 


18 




0 




8 


12 


16 


20 


24 


> 5 




^> 


10 


15 


' 20 


«5 


30 






n * 


12 


i8 


24 


30 


36 



/ 



SI, teniendo esta tabla, hubl^ramos ol^ldado cuanto es 5 p6r 6 
podrJanoE ror.ar la rna mkrcada con 5 y la coluipn. tnarcada con ' 
o para hallar la-j^spuesta, 30,^en la ma 5 y en la CQlumna 6 
(indicadas con flechas). Es faell memorlzar la taka, puesto que 
la usamos^ con frec«enciaj poro al no la bubl^ramos memorlsado, 
seria muy convenlent?e llevar una en el bolslllb. 

iCdmo podriaa constrOlr esta tabla si no la corooieras va^ 
lEsto serla muy facil puesto que sabes suraar. La prlmerarilAei es 
sumamente f-acil .- escribes una flla de ceros., Para hacbr la se^ 
. .^nda llnea aolo ncfccsltas Saber c-ontarj para la tercera^ sumas 2 
oada ves; para la cuarta, sumas 3 cada vbz,\\b1 sucesaW'ente.- 

Aiiora, 31 usamos el mlsmo m^todo, poderaos * obtener ui-a tibia 
de multlpilcaci6n, (mod 4). Prj^ero llenemos las f lias pritnera y. 
segunda y las columnas primera y*3egunda: 



12-2 




X 


0 


. 1* 


2 


5 


0 * 


0 


0 


0 




1 


0 


1 


• 

2 




► 2 


0 


2 






5 




* 5 







/ 



Tenemo3(anora iexaGteua«siii''= v;w«w*v ^ — — . - 

Para obtener la segunda'flla (inaicada con ^a flecha), sumamos 
el numero do^ en cada caso Por tanto, teYcera'clfra es 
^2x2) es 2 ^ 2 = 0 (mod 4). Entonce^" nuestros tres prlmeroa 

' 2 I O 2 . 0 
Pax»a obtener la oifra del cuatrp liigar, sura&mos 2 a la del' ^erce-^ 
ro. Como 0 + 252 (mod^^), la eegunda ma completa es entoncest 

2 I 0 2 0 2. 
Para 1l ultima fila tenemafi que sumar tres en^cada caso. En este 
case 3 + 5^2 (mod'4). y 3*+ 2 - i EntonceB, la tabla 

completa es: 

0 



0 
1 

3 



0 
0 

c 

0 



1 

0 

1 
z 

3 ■ 



0*^0 



2V 
0 



3 
2 
1 



Veamos'aliora una manera de usar esta tabla.' Suponte que 
\*na limpara tlene un Interruptor- con cuatro poslclones marcadas: 
4blerto, bajo, medio y alto. Podrlamos adjudlcar ni5mero8 a 
estas poalcioxies, de la siguiente maneraj 



alto 

.Si la luE Wcuviera en la poslcl6rA medio giraramos el inteV- 
ruptor tres p^iciones, la luz llegarla a Xa posicldn bajo, pues 
2 4-3=1 (modK)^ Suponte qijie la luz estuviera en la poalcldn 
"abierto*' y tree personas giraran el^ interrupter tres poaiciones 
cada una^ ^cualVserla la posicidn final del interruptor? 1& res- 
puesta serf a "baJo^% pues 3*3^1 (^nod k) y el n\k^ero 1 
coi*responde a "ba^Jo". v 

Consideremos gthora una aplicacion de otra tabla de raultlplicar 
.La familia P^rez.ga^ta un tarro de J\ago en tres dlas. Un sabado^ 
la oeaora P^rez compra seis.tarros^ y la familia comienza a con- 
3vinirlo3 al aiguienre dla. i^kxi^ dla de la semana deber^ ella com-- 
prar m^a jt:go?> NatijiralTnente^ serla posible oontar con los dedos 
y decir: 3 dlas despu^s del^ sabado es martes^ 3 dlas despues del 
iTiartes ea viernes/ etc. Pero es nmcho mas facil observar que, 
'puesta que hay aiete dlas en la semanay esto esta relaoionado con % 
la multipllcacion (mod 7)* Podrl^onos^'asignar el numero 0 al * * 
sabado^ pues es el dla en que comenzapiosx 

sabado domingo lunes martes mi^rcoles Jueves Viemes ^" 
0^1 S 5 ' 4 5 6 • 

Ahora necesitamoa hallar cudnto es 6 3 (mod 7). No neoe- 
. sitamos tener la tabla de, multipllcacion completa, pues tratamos 
^ > d e encontrar un multiple de 6. Nos basta^ pues^ calcular la 
*flla £ de la manera habitual^ sumando el numero seis repet|.das 
veces, para lo cual usamos la- tabla de /sumas* (mod 7) que hemos 
'Cpnstruldo en el problem^t 4 del anterior conjunto de eJerclclos# 
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bajo ' medio 
1 2 




(Mod 7) 



X 


0 


1 * 


2 


3 


4 


*5 


6 


0 


0 


0 


o\ 


0 


0 


0 


0 






t - 












6 


1 0 




5 




5 


2 


1 



Esto slgnlflca que 6 - 5 s 4^ (mod 7) y como al midrcoles per^ 
tenece el ^, se slgue que la se^ora P|re2; nec^sita hacer la ^ 
aiguiente compra un ml^rcoles. En realldad no neoesitam^ cons- 
truir la sexta fila oompleta* 

. . . EjerQlQlos 12-2 

K (a) Cohstruye una tabla multiplicar (mod 5). 

(b) •Construye una tabla de multiplicar (mod 7)* 
' * (c) Construye una tabla de multiplicar (mod 6). 

Nota: Conserva estas tablas par^a usarlas despu^s* ^ 
2, Completa las siguientea proposiciones num^ricas para conver- 
tirlais en enunciados verdaderos, Puedea utilizar las tablas 
que*has construldo en el problema 1. 

(a) 3 X 2 s ? (mod 5) (d) 1 4- (5 x ? (mod 6) ^ 

(b) 3 X ^ ^ ^ (mod 6) (e) 5 + (6 x 5) ^ ? (mod 7) " 
(.c) ^6 x h ^ ? (mod 7) 

3* ♦Sustituye x de manera que cada una de las proposiciones 
numerlcas se convierta en un enunciado verdadero* (Mbuja 
los relojes ^ue necesites* ) 

(a) . 5 • 10 H X (mod 11) - (c) (3 * ^) + 2 5 x (mod 8) 

(b) . 7 • 13 s X (mod 15) (d) (4 • 7) + H s x (mod 13) 
k, (a) Halla la fecha que corresponde a 10 .semanas despues 

del cuatro de dlclembre. 
(b) En 1957, el sels de agosto fue raartes. ^Qu^ dia d% 
la seraana fue el sela de agosto en 1959? 



Conatruye una tabla de restos la divlsldn por 5, en la que 
la-cifra do la lntersecci<5n de una colurona y de una flla sea 
el resto dc la division por 5 del producto. ^ Por ejemplo, 
puesto que el «esto es 1 cuando 2-3 se divide por 5, 
^endremos un 1 en la Intersecclon do la segunda fila y la 
tercera columna. {JT, JLaa flechas. ) Hemes llenado algunos 
lugares de la -taWLa para moscrar o6mo se construye. Por .e Jem- 
plo, para obtener la intes^seccldn ';de la segunda flla y 
cuarta colurana, iRultipllcainos 2 por k •y obtenemos 8j 
r^M^sto' ive el resto de divldlr 8 por 5' es 5j ponemos 3 
6n la Interse'ccion de la segunda fila y 1^ .cuarta Golunma. 
Completa^la cafcla: ^ , . 



• — K- 


0 ^ 


• 1 


2 


3 


4 


0 


0 


0 


0 


•0 


0 


.1 > 


' 0 


1 


2 


3 


4 




0 


2 




•1 




3 


0 


3 


V 






k 


0 


■4 


3 







iObservas alguna reiacl6n entre la tabla del problema's 7 
otra tabla que ya has construldo? ^^I^edes dar alguna razdn 
para esto? iC^mo se puede utillzar esto para hacer mds 
sencilla la solucldi^ de algunos problemas? 

Emplea la tabla de! jnultipllcar (mod 5) para sustltulr x de 
mane-ra que se convlerta en un enunclado verdadero cada una de 
las slgulentes proposlciones nura^rlcas: 

(a) * 3x H 1 (mod 5)^ . (<3) 3x s 4 (mod 5) * 

(b) 3x ^ 2 (mod 5) (e) 3x - 0 (mod 5) 
(cj 3x = 3 (mod 5) * 

Si se hublcra empleado (mod 6) en vez de (mod 5) en el 
problema anterior, ^podrlas encontrar x en cada caso? SI . 
no es asl, ^que equivalenclas darlan algun valor de x? • ' 

: ^ X 



— — - ^ ^ ^ - " * s , 
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12 *& Qu4 &3 una operacldn? 

• ^^Ss'tamos familitLrizaclos can las opertfclones de la. aritm^tlca 
ordlharla: adlcidn, multlpllcacidn, suistrafr&4en y divisiorr de . 
niSineros. En" la Seccldn 12-1 se hm estudlad©» .operaciones dlfe- 
■rentes. Heinos construldo ^na rabla para un nuevo. tlpo de adici<5n 
d? los ntitneros G, 1, 2 y 3. Rsta operaci6n ei^ta compl«t$amente 
descrlta por'la tabla que has cons truldo en el problema'l . de 
los EJercicios 12-1, Es declr, la operacldn sepuede apllcar. 
aolanente a los n^raeros dados, y*los resultados de operar sobre 
todQs los pares de esos numeros* estan indicadoa en la tabla* * La 
tabla indlca encre qu^ nUmeir^s se. puede efectuar la operacion. ' 
Por ejemplo, nos dice que no se puec^e combinar el nuiaero* 5 cola 
nlngun otro en este ntaevo tlpo de adicld»/YP^s "5"" aparece 
nl en la columna de la Izqulercla nl en la fila superior*. La 
tabla nos dice tambien que 2+3=1 (mod 4). ' Eatudla las 
slgulentes. /tablas: ' ' , 
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5 


1' 


9 
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3 
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10 


12 
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2 




5 : 
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10 


12 
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4 
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3 




7' 


10 


12 . 


14 


16 
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1 
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3 
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12 


^ 14 
*» 
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16 


18 


(c) 
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3 




(d) 
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3- 
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3 
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■5 
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3 
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7 
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1 
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6 
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'8. 
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.'3 

* 


5 




3 
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6 
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2 ^ , 
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5.' 
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6 
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6 
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3 ^ 


2 • 


1 



Las unlcas operaclones a las que nos hemes refe3il<^o anterior- 
mente se llaniaUltn nrultiplicaclon o adlcl6n* Ahora, en (c), (d) 
y (e) tenemos ^operaoipflf^s dlferentes y debemos utllizar dlferen- 
tes slmbolost D > 0 y ^ * . ^ , 

En cacla una de estas tablas podeirns encontrar cierto con^ianto 
(el con Junto de elementos de la colunma-de la Izquierda y lafil'ap 
superior) y p'odemos pperar con. sus elementos para obtener una 
i&ilca respuesta. ., Per ejemplo, en la tabla (a) el conjunto es, 
(1, »2, 3, 4, 5), ^uesto que son loa numiaros que aparecen en la 
columna de la Izqulerda y la ^*lla auperlorr'''^tos son .loi^ tinicos 
ndmeros .con loa cu'ales se ptsede operar en la tabla "(a). En la 
"tabla (b), el con Junto es (3, 5, 7, 9). iQu^ conjunto se da en 
la tabla (c)? en la tabla (d)?. en la tabla (e)? 
He aqul algunoa ejemplos tornados de las tablas: 
^ 3 + 5 «= 3 en la tablet (a),* v 

(b), 

en -ia tabla (c). Lee "2 



3 + 5*8 en la tabla* 
2ai«5*y 2a2 = 6 
es Igual a 5". 
101=3 en' la tabla 

Igual a 3"* 
5 & 3 » 3 en la tabln 

a . 3". 



cuadrado 



1 ea 



(d). Lee "K* oJCrculo-punto 
(©). ■» Lee "5 triangulq* 2 es dgual 



En cada uno de%los casoa teneraos un cpn Junto dfe elementost 
en (a) el conjurito .es (1, 2, 5, ^i, 5)l en (d) es (1, 2,^ 3). 
Tenemos tarabi^n una operaci<5nj en (a) + j en (d) 
Flnalmente tenemoa el resultado de comtoinaJ? dos elementqs cuale'a- 
quiera por medio de la operacidnj en (a) los reBu;Ltados son 1, 
2, 3, <S 5; en (c) son 0, 1, 2, 3, 4-, 5i-6, 7, 8 d 9. 
Todas-estas operacdones se llaman operaclonea binaries , pues se 
apllcan' a dos elenentcJs para obtener un tercero. Hasta ahora 
los elementos han Sido numeros, pero se vera m^s tarde que festo 
rio es necesario. 
' ,Los dos elementos que combinaniqs pueden ser el roismo y el 
esultado de la operacidn puede ser o no un eleniento del con junto, 
ero debe estar unlvocgjnente definldo~es decir, la operacidn no 
puede dar v^rios resultadds. 

Ya eacas famillarizado con algunas operaciones definldas^ 
aolare el con junto de los nilmeros cardlnales. ^ 

Dos numeros cardlnales cualesquieifa^ pueden sumarse; La • 
sumai de 8 y 2 da 10. . ♦ 

Dos riumeroa cardlnales owalesqulera pueden ^ul tipllcarse* 
El product© de 6 por 2 es • l6. • ^ * 

• -La adicidn y la multlplicacidn son "dos operaciones diferentea 
definldas sobre el cohjunto de los numeros cardlnales. 

Para estudiar la sustraccidn,. por ejemplo entre roimeros 
cardlnales, es convenlente adelantarse y consul tar el trab^Jo- 
del oqtavo grado. La expreaidn "6 - 9" no es el nomine de nada 
que hayas estudiadq en. este curso, Es decir, no te ea poslble 
combinar 6 y 9 , (en este orden) por sustraccidn obtener 
"vna cosa definlda"; por'tanto, puedeS llegai^ a dudar de que la 
. sustraccidn sea una operacidn. El prdximo afto aprenderas que _ » 
> hay "vna'cosa definida" (en efecto, un roimero) que se llama 
"6 - 9". Teniendo esto presente, conslderaremos la sustuaccidn 
coao una 'operacidn binaria definida sobl»e el eonjunto de los 
ndme^s cardinale« (o numeros racionalea, - etc, )# cuando jio 
estamos familiarizadob bon todos los reaultados que ae obtienen ' 
por su3t»accidn. 




^C/ando yna operaci&n se describe mediants una fcabla, los 
\^leitt^jfftos d^l conjvjnto se escrlben 'en- el mismo oiHierf en la fila 
superior {de isqulerda' a derecha) y en la columna de jLa Izquierda 
J (d^' arriba. aba^o),. La consery'aclon del laismo^orden nbs faclll- 
# tara el trabajo pSiterior. . " . 

Detoemos ^aroblen ser rauj^ culdadosos con el orden en que se com* 
blnan dos elementos, Por ejemplo,. 
. > 2 □ V » 5, pero * 1 □ 2 » ^. » 

.Por esta razdn, deberaos recordar qve cuando se explicd el procedl- 
jalento para leer' una ta$la', se conyirjo en esorlblr prirpero el eie- 
nienti) de la coluiima de la 'isquierda y despues el element© -de la * 
fl la superior con el simbolo de la operacion entre ambcsa Debe- 
mos examlnar toda nueva op,eracl6n para ver si es cdnmutatlva y 
asoclatix/a. Haremos ahora una breve revision de e^stas propiedades, 
que se han estudiado en los oapltulos anteflores. 

Una. bperacldn + definida sobre un conjunto se llama con- • 
: ^ ntutatlva si, ijara dos el$mentos .eualesquiera a, b del con Junto, 
a + b ^ b t- a. . 

Uha operacion + definida fsobre un oonjunto se Ulama asocia - 
• tlva si cualesqulera elemeVitos a, b, "c del con junto, se pueden 
comblnar en la forma (a + b) +.c, y tamblen en la forma 
«a. + (b -t-'c), y los dos resultados 'son Igual^est 
(a + b) + c = a + (b + c); 

" * Bjerclcios 12-3 ' 

J- U Usa'las tablas de las paginas 536 y 537 para responder a 
las siguientes preguntas: 
*..Ca) 3 + 3 ^ ? si u^amos J.a tabla (a). . 
(b) 3 + 3 = ? ^ si usaiiios la tabla (b). 
; ' (c). JO2 - ? ^" , 

. ( A) 2 □ 3 = ? • ' 

(e), 2G2.= ? ^ 
" . ) 1 0 1 «' ? ' . 





3. 



4. 



{^) ?o (303) = ? • * : 

(4) iD.(i0 2) = . , • • . 

(k) 2 4 b A" 4) - t , . * 

(1) (2 A 3) a'4 «S? * 

(a) iCuales de las operaclones.blnarias descrltas en 3,as 
tablas de esta seccldn son conrautatlvaa? . 

(b) iHay alguna manera fdcll de aabter si una opemcl<Sn es 
cdnmutativa cuando ae examlna la tabla de esa operacltSn? 

: . iCual es esa msbe'ra? * * ' 

* iC6mo pufedes saber si una operacidn es asooi^lva e^amlnando 
la tabla de eaa ope3?acl<5n?. ^Te parece que las opei^ciones 
deseritas'en las tablas de esta seecl^n son asoolatiyas? . 
iSon conmutatlvaa las siguieates cperaciones binarias? tJons- 
truye por. lo menos.Sa tabla pair»clal para cada operacidn. , ^ 
iCuales te parece que ison asoclatlvas? 

(a) Con Junto I Todos los niimeros naturales entre 25 y 75. 
' ■ • OperacldnT Eleccl6n del menor n^bero.** . * 
Ejemplo . 28 comb3rnado con 36 da 28. * 

,(b) Gon^unto: Todos los n\Smeros nattMMkatiJSpentJpe 50© y 33^* 
Operacidn I Eleccidn del ni&iero mayojK 
Ejemplo . 520 comblnado coii 509 <ia 520, 

(c) Con Junto: Ix>s ntSraeros primos. * . ' t 
• Operacidn { Eleccldn depL niSmero iniayor. * 

(d) . Conjuntqi Todos los nwmeros pares entre 39 y 6l» 

Operacldnj El'^ccidr" del prim»r n\3m©ro. * • , 

Ejelroplo. 52 . . .aibinadp. con 46 da 52. . ' 

^46 comblnado con 52 da • / 

y(e)' Con Junto J Todos los numeros naturalea menores que 50. 



fit- ' 



• f 
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Operacl<5n: .Multipllcar el prlmero por 2 y l«ego fl«marle "^If 
1 el eagundo* . * * 

Ejemplo. 3 AmbliTJia^o con 5 da 11 # \* 
pueglo ciue 2 i 3 + 5 « 11. 
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(f) C6n Junto: Todos los ntimeils ni^urales, 

Operacioni Hallar el m^lmo comUn divisor,** 

• / Ejempl o, "-12 eomblnado con l8 da 6. *• . 

Xe^ Conjunto: Todos los n\i!^eros naturales.', . ([*^. • 

• , » Operacldri: Hall as? el mlnlifeo comtSn nailljlfilo. 
** ^ Sjemplo. 12 comMwado con l8 da 56. 

\ (h)* Con Junto: .Todos los numeros na^rp.!©?. "* 

"Operacidn: Elevar el "primer* numero a una potenela euyo 
^ - exponente es el gegundfli^umero. 

• ' > EJanplb . 5 combinado con '3 da 5^, ^ 
5<v%CQnstru7e una ta^a para una .operacltSn que tenga 'la propiedad 

JC ' c^ranutatlva. / 
6, Construye una tabla para '-una operacltSn <iue no tenga' la propie 
dad ffonmutatlva. • * . • 

Hemos estudiado operaclonea blnarias. 'La palabra "bi- 
naria* indica que cada vez se combinan dos elementos para 
obtener pi resultado. Hay. otras clases de. operaclones, Se 
puede obteneV un resultado a partlr de un ihlco elemento o 
combinado tres o ra&s elementos. , Si teneraos un conJunt?o y de 
uno cualqulera de sus elementos podemps. deterroinar una cosa 
def Inlda, deciraos que; hay una "operacl<5n unltarla" deflnida' 

' aobre el con Junto. -Si comblnamos tres elementos para <oJ)tener 
un cuarto elemento podesfoa llamarla "operaddn t^el^narla*'/ ^ 
* ' caao de yperacion tei^arla serla el cdlculo de^. mdximoJcomiSn 
divisor de tres nj^meros naturalesj aor ej^mpl'oi^'^maximo 

• comun dlyl80'f» de / 6, 8 y'^iO es. 2, ^ 
^X* tJsando aiguna clase de tabla, 'trata de' hallar una iae4fera de. 
describir las sigulenti^s operaclonea unltarlas: 
Conjuntot ^Todos los ntameros ' cardlnales de 0 * a^t^ 
Operacldn unitarla: Elevar un niJmero' al cubo, . ' ' . . . , " 
SJemplo . Apllcando la operacl<5n a 5 se obtlerie".' 5< = 
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*Estudla laa ^'tablaa "ta)» y ' (b), pi la tabla (a) loa 
resuXtadoa de/efectuar las c^eraciones son. loa misiaos niSmeros 
que fueron comblnadoS por laj operaclon , ('1,' 2, % 4,. 5 nueva- 
mente), Pero erv la tabla (jb) loa^resguitados de efexitjaar las 
operaclones son jrwSmews dlstiintos de' ios qtie se comblnairan 
*(6/8, 10, .^tc/en^ugSkJ? de/ 5,' 5, 7,'$)^ "^a hemps vlsto'eaa 
<2ilaae de differencial y tenemoa Sn nombre p4ra>ellB. Honaos 
dlcho que el con^unto dQ«^8 inSinei»08 ^^urdlnal^s ee "cerrado • 
reopecto de lag|«5-dicl6n" po^e ai^dos niSiaerod oardir^ale? cuales- 
qvfiera se cowblnan por adiel6xi, el resultado ea tan ntSiaero cardi- 
ng. De la miama iftjanera {1, 2, 3, ^# 5} en la gabla* ' (a) es 
un c<^n junto cerraiSb respecto de eae nuevo tlpo de . adicidnj* 
pueato que loa result??ido8 de la operlicldn son elementoa del 
mismo ccnjunto, ' ' B' ^ ^ 
- sin «iibai:»go, el con Junto de loa n^eixys impasea no ea 
cerrado respec^x) de la adici<5n el resultado de auiiQar doe 

^ n\ijnero8.-l)[npares no .es un n^Smero la^p. De*la mlsma jaanera, ~en 
la tabla (b) el con Junto {5, V f # 9)- no es cerrado respdcto 
de la operaoltfn de adioidn sXlt Indicada, .piierto q\le el* i&suJji- 
ttdd no ea un element© del conjunto, {3* 5# 7,v9)'» ^ " * 

• ■ •■ : j*-. 



EJeinplo 1. »E1 con.lunto de n\i!neroa pardlhales (1, ^, 5, ^) ' 
no es cerrado reapec€o de la miitltiplicaciiSn porque * E • > « 6 no 
«3 un elemento del jpn junto. N&tiiralmsnte',^ 1 • 2 2 estd en ^elC^ 
oonjxintoj pero, para que un conjuniio sea ceVipado, ^el resultado 
debe esuai* ei) el corijjunto cualesquiera que "sesjn los ntSmei^a de!). 

» 

con junto que comBlnen. . • » » ^ 

Ejemplo 'g* El <Jion Junto de todos los n^mesros caxHllnales es 
, cerra^o respecto de la mujtjpllcaci^n :porqiie el producto de doa 
nxJmeros cardlnales cualegqulera es'nuevaiaente un nilmero cardinal . . 

Ejemplo 2» 21 conjunto d-e 103 nilmeros* cardinale^. no es- ^ • 
cerrado respecto de la austraceltSn. -.For ejeuSplo, consldera loa, 
' dos ni5ineroa cardinales 6 y 9. Hay dba maneras d5,f erentes de 
dlsponer estoa dos n\5ineros pard restar .uno de otro;^ 9 - 6* -y 
.6 - 9. El primer numeral, "9 - 6" es el- nombi»6 del n^Smerp cardi- 
nal pero el numeral ""6 ~ 9" no eg riombre ^e ningxSn n^lmero ' 
cardinal, Entonces, la pi^etracclon de doa numero^ 'cardinales no. 
> alempre da un numero cardinal. . % * * 

Ejemplo K El con.lunto de los niimeros naturales no'^s * ' • 
\ cerrado reapecto de la' dlvlsidn. Ea clerto que ^ » 8 +.2 es 
*un n'dmero natural', pero"' no hay nlngun .nuraerp nat^^>al^^ jPuedea 
dar algunoa otroa ejemploe de clausura, es declr, de conjuntos ^ 

respeeto de una operacl6n? . \ 

Ejemplo i^\x4 podemos declr de un conjunto S de numeros* 
naturalea cerrado respectp de la*adlel6n y que contiene el numero 
5? *Q[ud otvos niSmeros debe contener? Puesto que 3 eeta en* 
3 4- <5 6, debe eatar tambl^n en Puesto que (3 + 3) 5 

son mlembros de (5 4^ 3) -f 3 =^ 6 + 3 « 9 debe estar en 
Gomo (5 + 3 + 5) y 5 ' estan en (3 + 3,+ 3)+3=^9+3^ 12 
debe eatar tambl^n en S« Podemos contlnuar agregando 5 a los > 
niSmeroa que resultan para rooatrar que jjk debe estar en S para 
todo numero natural k. Entonces S dete contener a todos l^s 
, multiplos de- 3. ' iCudl es el mlnlmo conjunto S de ndmeros 
yaturales que sontlene a 5 y ea cerrado reapecto de la adlcldn? 
Como hemos vlst04*^ S debe contener a todos los radltlplos de 3. ' 
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iQu4 p^asa 3i' S , contlene solamente estos nvimeroa; 

S » f3, 6, 9, 

^Es"*^.*; c^^rrado respecto d.* la aaicldn? 'lEa X& auma de doa imSl- 
tlploa cuaiesqulera de 3 un i^Uitlpli 4e 3? Si k xn eon 
numeros natur&lea, len 3k + 3ra un multiple' de 3? La respxjesta 
es sJt, najuralmente, pues, ppr la propledad dlatrlbutlva de la • 
multlpllcaclrfn respeeto de la adlcidn, se tlene que 

3k + 3m «- 3(k + m) 
Entoncca, S •» { 3, 6, 9, 12, . . » ] es cerrado respeeto de la 
adicldn, y ea el* mtnlmo conjurito cerrado reapecto de la adicidn-'' 
que contiene a 3« ' Decijnos que S ea el - conjunto) engendrado 
por 5 median te la adlcl<5n. 

. gjemplo 6« Acerca de' la multiplicacldn podemps fomwlar la 
mlsma progurita que' hicamos er el ejemplo 5 .con respect^a la 
adlcidiU ^Cual es el^Inlmo cSnjunto cerrado reapecto de la 
multlpllcacidn que contiene a 3? Tal' conjunto clertamente detoe 
contener , • • - *^ . 

. 3 • 3 « 3"^, . 

3^ • 3 - .(3 • 3) ^'l -3^ 

3^^ . 3 - [(3 V3) • 31 • 3 " 3^,. 

" y a.ad suceslva|iiente. . ' . , *' 

Ea declr, todo nuoiero 3 , donde k .es un ni5mero natural^ debe 
eataK 6n el conjunto. iEs el conjunto T.= '(3, 3^3^, ...) 
cerrado reapecto .de la multlp3Llcacl<5n.? qi n 2. "V numcroa 
naturalei, ^ea 3^' 3"^. un mlembro de T?^ 



Escribe 



n factores . 
3" * 3 *'^3 i 3. - • 

m factores , ■;* ' 



. Ti m n + lai 



Entonces 3*^ * 3^ = 3^* ^ ^ es tambl^n \ina'potencla de 3^ 
manera que si 5^^ y eatan en T, tambl^n eatd su produoto. 

Bn conaecuencla, . . * 

T = {5, ?^ 3^ 5^, ' s 

es el mlnimo con Junto eerrado respecto de la multlpllcacidn que 
contiene a 3. Llaniamos a T el conjizrito engendrado por 3 
medlante IL;^. multlpllcacldn; 

Slgulendo los ejemplos 5 y 6^ declmos que el conjurvto en«- 
gendrado por un element o a mediante la operacion * es el Qon- 
Junto (a^ a * aj (a a) f a^ [(a * a) ^ a] ^ a^ • • • 

! ^ Ejerclclos 12-4 

U Observa una vez mas las tablas /(a) - (d)' en esta seccldn^ 
paglna 5^t. i<^u4 tablas determlnan un con Junto que es cerrado 
respecto de la operacion? iQu^ tablas detiermlnan un con Junto 
que no es cerrado respecto de la operacl<5n? jCdnin lo sabes? 

2» iCuai:^3 de los slgulentes conjuntos son cerrados respecto de 
las correspond! entes operacionea? 

(a) El con Junto de los n;Smeros pares respecto le la adicl^Jm" 

(b) El conjunto d^ los nilmeros pares respecto de la multi- 
pllcacJlon. . / 

(c) El conjunto de los ntSmeros Impares respecto de la multl- 
pllcaci<5n» 

(d) El conjunto de los ni5meroa Imjpares respecto de la adlcldm 
(o) E?, conjunto de los multlplos de 5 respecto de la adicldn^ 
(f) El conjunto de los mul*tlplos de 5 respecto de la sus- 

traeci^n* * 
, (g) El conjunto {1j 2^ 3> ^3 .respecto de la xnultlpllcacl6n 
(mod 5)*^ 

(•h) El conjunto de los niimeros natural es menores que 50 
respecto de la operacldn, de esooger el niimero menor. 



(i) El con.lunto de Ids nuraeros primos respecto de la adlclpn. 
(j) El conj>mto de los numeros cuyos nuraerales en base clnco 

temvlnan en "3" respecto de la adlei<5n. 
Halla el menor con Junto de nvimeros natural es: 

(a) Cerrado respecto de la adlcldn y que contlene ,i 2. 

(b) Cerrado respecto de la multlplicacidn y que contiene 
a 2. • 

(ja) Halla el conjianto engendrado por 7 medlante la adicl<5n. 
(b) Halla el conjunto engendrado por ? medlante la multl- 
pllcacidn. 

Sea S el oon junto determlnado por la tabla (<3), de esta " 
seccldn. .lialla el subconjunto de S que esta engendrado por 
1 medlante 0 . Halla el subconjiinto de S que esta en- 
gendrado por 2 medlante 0 . • . 
iQue subconjvinto del conjunto de los niimeros racionales esta 
engendrado por jj? ^Es este conjunto cerrado respecto de la 
division? (^Esta 3 en el , conjunto? ^Esta j en el con- 
Junto? iEsta 3 J en el" conjunto?) ^Ea clerto que 
(3^3)^-3 = 3-i-(3*3)? ^Es la division asociatlva? 
Si una operacidn def Inlda g[(?bre un conjunto .es coninutativa, 
^tiene que ser el conjunto cerrado reaped to de la operacl(5n? 
SA una operacidn def Inlda sobre un conjunto es asociatlva, 
itlene que ser el conjunto cerrado respecto de eaa operaoion? 
C^istruye una tabla para una operacidn def inlda sobre el con- 
Junto {6, k3, 100} de manera que este conjunto sea cerradp 
respecto do esa operacidn. 

CotiStruye una tabla para una operacidn definida sobre el 
conjunto {0, h^, 100} de manera que este -conjunto no sea 
cerrado respecto de la operacidn. " • 
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12-5* Identldad o elemenVo Id^ntlco j Inveyao de un elemento 

Cuaiido estudlamos el \iumero uno en la arltmetlca ordinariat 
obaervamos que el product?o \de cualqr^ler numero per 1 (en cual- 
quler orden) es el mismp nuijero* 
' * Por ejemplo, 

2X1=2, 1x2 = 2, 156- X 1 = 156, 1 X 156 = 156. 

Para todo niimero ' n en la aritm^tlca de los niimeros raclonales, 
n • 1 = n y 1 • n = 

\ Cuando estudiamos el numero csro en la arltmetlca de los 
numeros raclonales obaeryaraos que la suraa de cere y cualquler 
numero (en cualquier orden) daba el mlsrao niamero; esMeclr, la 
suma de cualquier numero y 0 es ese numero. Por ejeraplo, 

2 + 2, 0 + 2'= 2, 466 + 0 - 468, 0 + 468 = 468 - 

Para todo numero n en la arltmetlca ordlnarla, n + 0 = n 2. 
0 + n =« n, . 

Uno es la identldad para la multiplicacldn en la arltmetlca 
ordin^ria. 

Cero es la identldad para -la adicidn en la arltmetlca qrdl- 
narla. 

Representemos con * una operacl6n blnarla. Algunas de las 
poslbllldadea para * son las slguientes; 

1. Si ♦ slgnlflca adlcldn de numeros raclonales, O' es un 
elemento Identlco porque 0 * a=.a = a * 0 ps^a todo 
numero racional a. 

2. Si * 'sl^nlflca-muXtipllcacidn de numeros. raclonales, 1 
es un elemepto id^ntico porque 1 * a =i a = a * 1 para 
todo numero racional* a* ' 

X Si signiflca el tns^or de dos numeros naturales, en- 
torices 1 ^ 2 = 2 porque 2 es mayor que 1^ 1 * 3 
porque 3 es m^or que lj 1 * 4 ^ 4 pu6s 4 es mayor 
que 1, etc. En efecto, 

1 "* a = a = a * 1 
para todo ntimero natural a. Entonces 1 es la Identidad 
para este aignlficado de la operacldn * . 
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Podrlamos -^stablecer eato fomalmente como slgue: Si * 
i^epi^eaenta^una operaclon blnarla sobre un oonjunto.de elementoa 
y si hay algun elemento, q\ie llamaremos que tlene la pro- 
pledad expresada por* . 

e*^=a*e«a 
para todo eleinento a del conjunto, entonces e llama un 
elemento Idontlco para la operacldn ^ * 

OtTo ejemplo: Considera la sigulente tabla para una opera 
clon que podrlamos llamar ♦ * 



# 


A 


.B 


C 


D 


A 


B 


C. 


D 


A 


B • 


G 


D 


A 


B 


C 


D 


• A 


B 


C 


D 


A 


B 


.G 


D 



Tampoco * B puede^ ser 
Sin embargo, D ea 



.ERIC 



^Hay un elemento Id^ntlco para # ? ^Puede serlo^ A? ^Es 
A # B ^ B? (Lee ^'A soatenldo^ B es igual a B"). Como de la 
tabla>se saca . A # B = C,^.la respuesta a la pregunta ea "no" y 
vemos que A no puede ser la identldad. 
la identldad puesto que A # B no es A* 
una identldad para ♦ , puesto que 

A # D' = D # A = A, 
.B#D=D#B=B, 

Compara la columna D con la columna debajo de J| . Compara la 

fila a la dex^echa de D con la flla a. la dereeha de # . iQa4 : 

obs^ervas? ^Te sugiere eato un tn^todo para locallzar un elemento 

Id^ntlco cuando se te da la tabla-de una operacldn? ^ ,* 

SI tenemoa un elemento id€nti6o, entoncea podemos tener j 

tambien un elemento Inverso. SI la operacldn ea la multlpllc^- 

cidn de loa n\lmero3 raclonalea, la Identldad ea 1 y declmio^ 

que doa niSmeiVDa raclonalea a j;^ b son Inversoa uno de ottio 
i' — 

El almbolo # ae uaa en muslca para Indlcar "soatenldo". 

2 
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ai 3U producto ea 1, es declr, si cada uno de elloa es el recl- 
proco del oti^. 

Suponte ahora qua la operacion es 1^ adicldn (mod 4). Ahora 
0. ea el elemento Identlco y decimos que doa numeros son inveafsos 
ai<-su suma es 0, esto *es, si comblnando 16 s dos numeji'os medlante 
la opei»acl6n se obtlefte 0. Hallamos los inverses (mod 4) para 
la adiclon, de esta tabla: 

. (Mod h) 



0 


es 


la identldad 


+ . 


a 


1 

• 


2 


5 


2 


+ 2 


s 0 (mod 4) 


0 


0 . 


1 


2 


3 


3 


4- 1 


= 0 (mod 4) 


1 

>* 


1 


2 


. 5 


0 ^ 




+ 5 


H 0 (mod 4) 


2 


2 




0 


1 








3 


3 


0 


1 


2 



kqui 0 es su propio Inverso^ 2 ' es su proplo Inverse, y 3 y 1 

son Inverses uno del otro* 

Def lnlcl6n > Dos elementos a ^ b ,son InversQa (o uno es 
InversQ del otro) para la operacl6n binarla ♦ con elemento 
ld<5ntrco e si a * b =5 e ^ b * a ^ e. 

Escribe nuevamente la tabla para que tenlamcs al oomlenzo 
de esta secQldn* 



# 


A 


B 


C 


D 




B 


C 




A 




C 


D 


A 




C 

* 


D 


A 


B 


C 




A 


B 


C 





Recuerda que hemoa raostrado que D es el elemento Id^ntleo paj:»a 
eata tabla. * 

^Puedea encontrar un elemento del conjunto {A^ B, C, D) que 
haga verdadero el enunclado A # . =. D? Si., Ab C: A # C = D. 
A y G aon inversoa uno de otro reepecto de # . iRaedes encon- 
trar otroj3 elementos cualesqulera con Inversoet reegpecto d*» * ? 
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Ejerclclos 12 -5a 

1. " Estudla las tablas (a) - (d) de la 'Seecidn 12-3* 

(a) tablas descrllDen operaclones que tlenen una Iden- 
tidad, y eual es esa identidad? 

(b) Toma pares de elementos que sean Inverses uno de otro 
para esta operacldn. ^Tiene un inverso cada elemento 
d-sl conjunto? 

2, Para cada una de las operaclones del problema Ejerclclos 
12-3, 

(a) iTlene^la operacidn una Identidad? Si es asl, icual es 
\ esa Identidad? 

(b) -Toraa pare? de elementos 'que sean inver^os uno 'de otro 
para estas operaclones, 

^ (c) iPara qu^ operaclones. tiene- cada -elemento un inverso? 
*5. \ iPvede haber mas de un elemento' Identlco pa.-'a una operacidn 
binarla dada? . 

Si la operacidn es la'^^multip^lcacidn, llamamos inyersoa 
multlpllcativos a loa Inverses. Considera el conjunto de los 
■^numeros- naturales con la iRultlpllcacldn corao operacidn, jQu^ 
eleraent<&s* tlenen inverses raul1;ipllcativos? jTlene 5 , un 
verso multlplicativo en el conjunto de los numeros naturales? 
^ iE^ ^ numero natural?. El elemento 5 no tiene ^Inverso 
multiplicative en este conjunto, '^Tiene 1 "inverso multl- 
plicativo'en este conjunto? -Si, lo tlene, pues 1 . 1 
Bate es el iSnlco ele^nento del. conjunto que tlene un Inverso 
multiplicative, y' es Inverse multiplicative de si mismo. 
Naturalmente, 'si extenden^os el ce.njunto que hemos considerado 
para inciuir todes los numeros raclpnalea excepto cero, entonces 
cada elemento' tlene un inverdo multlplicativo. Los nilmeros de 
los pares. 5 y ^,1 y 1* y I son inverses multlpllca- 

tivos uno de otro. iTlene 0 un Inverso multlplicativo? ^Hay 
algiln numero b tal que 0 • b = 1? 
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Volvaiaos ei la multipiieacl<Sft (mod 5). 





0 


1 


z 


3 


k 


0 


0 


0 


0 


0 


0 


1 


0 


. 1 


2 


" 3 




2 • 


0 


2 


4 


1 


3 




0 


3 


• 1 


4 


2 


4 


0" 


k 


3 


2 


1 



iComp podemop detemlnar que elementos del conjunto fO, 1^ 2, 3, 
tionen Inverses (multiplicativos) en este sistema .matematlco? La' 
identldad para la multlpllcacldn (mod 5) es" 1. Deberaoa busaj^ 
lo3 pares de fac tores cuyos productos son la identldad j es deci^j*, 
tenemos que buscar cuantas veces el -numero -uno aparece en la tabla 
So replte h veces en esta'tabla, io cual nos dice que , 

1 • 1 s 1 (mod-5)/ 2 , ;5 s , (mo^ 5), 3 • 1 s 1 (rood 5) 

y ^ • ^ (^'^^ 5). ^(Escribe los nuraeros que faltaij^O 

•Entohces ei Inverso inultiipllcatlvo (mod 5) de 2 es 3. ^Cu^l' 
es; el Inverso niultipllcatlvo (mod 5) de 3? ^.y de 4? 

iVes alguna conexion entre los Inverses multlpllcativos'y la 
propledad de clausura respecto de la divlsldn? Suponte que te Han 
dado cbnjuntp S. de n\5mero3 cerrado respecto de la multlplica- 
ci<5n y que a eg uh element©, de S. ^Corno podrlas saber si es 
pos4.ble "dlvldlr, por a en S"? Es decir, icuatndo es posible . 
dlvldlr cualquler elemento de S (a Inpluldo) por a 2: obtener 
otro eleraento de S? 

Ante todo, S debe contener el nuraero 1, puesto que 
a + a = 1. Por ejeinpio, si S fuese-un conjunto de numeros 
racibnales cerrado respecto de la raultiplicaclo'n, y si estu- 
vlera en el conjunto, entonces ' ^ ^ tarobl^n tendrla qtae 
estar en el conjunto. \ ' 

Sn segundo lugar, como 1 esti en \S, S debe contener 
1 + a = ~, sea cual fuere el elemento de \ S que i'epresente a. 
Eitto signlf lea que ai 2 esta en S, entr^^^ces | debe estaiv tam- 
blen en S. SI ^ esti en - S, entonces 2 tlene .que estar tam- 
bl4n en S. S no puede contener a caro puesto que l 4; 0~ no 

* - 
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tlene algnlflGado. * . . . 

En tercer lugar, al b es un elemertto cualqulera de S y 
•~ esta ei> S, entoncea 

• a . a ^ 

es Mn elemento Ue S. ?or ejemplo, si 2- eata en S y V esta 
en S, entonces ^ ' 5 " 5 tamblen ^sta en S, 

SI S debe ser cerrado respecto die la division^ tlene que^ 
aer poaible dlvldir ciaalquler element© de S por cualquiei:* otro 
eleroento de S, Entonc^s S debe contener a 1, todo elemento 
de S debe te*er un Inverse multipllcativo en S y se podra 
dlvldlr todo elemento por cualqtiler otro elercento. * . . 

Si el slatema fuera no conmutativo, b • ~ podrla' no ser * 

'1 ' ' b 

iguaj- a ♦ b lo que quiere de*ir que ^ pod-rla slgnificar 

do"9 coaas, * Por esto', en" este capltulo oonsiderarepos la division 

BOlamenbe'cuando la inultiplicacl6n es conmutativa. , 

Podemos re3>imir lo" que hemos apreridido.t Sea S un conjunto 
de nunieroa cerra<5o respecto de la raultipllcaclon, sieAdo la multi 
plicacidn.coTmstativa. Entoneea: 

Si S es eelrado reapecto de la dlvisldn, S cqntiene el 
* numero 1, y todo elem^to de S tlene un lixverso multi- • 

^llcatlvo en (SI a esta en S, entoncea - tambi^n 

.esta en S. ) 
Tarobl^n, algulendo el camlno Inversoj 

Si S contlene a 1 y si tbdo elemento de S tlene su 

Inverse mtiltlplicatlvo en S, entoncea ^ S es cerrado res- 

pec to de la dlvisldn. . . . 

Probablemente puedes ver ahora otipa razdn por la cual 11a-" 
maraoa dlvisldn a la operacldn Inversa de la raultlpricacldn t 

Dlv^dlr por un nuraerp a ^ es lo mismo que.iBul"tipllcar por 

'el inverse multiplicative de a. 

' Por ejemplo, si S es el conjunto de los hiSmeros racionales 
{con exclusion del cero), ^ es el Inverse multipllcativo d^ 2 
y, por conalgulente, la multajplicacldn por ^ sl^pre el 
mismo'resultado que la dlvlaidn por 2. Si* S fuera el conjunto 
.^de los niSmeros 0, 1, 2,^3$ * ,y la nwltipllcacldn fu^a (mod 5) 
\como en la tabla anterior, entoncea, corao 3 es el inverse de 2 

.. . • 

* \ - 
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* 

multlpllcar por 3 cl& el uilsmo resultado que dlvldlr por , 2j eato 
e*s,' los yalores .de x en las dos equlvalenclp^s slguienibes son 
iguaXes: 

« 

1 s 2x (mod 5) J 1 i 5 5 X (mod 5). ^ * • 

En «1 primer caso x h i 4 2 (mod 5) y en el segundo caso' * 
X a 1 . 5 (mod 5)» . * 

,Todo 1^ que hemoe dlcho acerca de la dlvialtSn y los inversos 
multiplleatlvos se apllca tambl^n a la austraccldn y a los inver- 
aos.adltivos. \ Nuevamente, consideramos la' susjcraccidn solamente* 
ctaando la adlcldn es coranwtativa en el slstfema. Gonsldera primei»o 
la austrasclon (mod 4). ^.Guanto es, 3.-1 (^^d 4)? Como la sus- 
tracclon es la cperacldri Inversa de la adlclon, para encontrar 
5 - 1- (mod* 4), prlmero hallanio& el niine?»o que falta en la proposi- 
cldn ? 1 5 5 (mod 4), ' • . 



+ 


0 


-1 




3 


0 


• 0 


1 


2 


3 


1 


1 


2 


3. 


•0 


2 


2 


3 


0 


1 


3 


3 


0 


1 


2 



Podemos hallar la r^sptiesta utlllsando la tabla* Observa que, 
como la tabla da suma«, el 3 debe eetar dentjK) de la tabla^ y 
porno 1 63 el numero que se suma, debe aparecer en la flla 
superior de la tabla. SI selulmcga de arrlba aba Jo la c^lximna 1 
hasta encontrar un 5, vemoa que estd en la flla correspondlente 
al numero 2 de la columna de la Izqulerda* Entonces 2 es el 
ni5mero que, sumado con 1, da 3. Como el sistema es coniautativo 
la^j^pespuesta para 1 -r ? s 3 (mod, 4). es tambl^n 25 es decl^, si 
recorremos de izqulerda a derecha la flla que oorresponde a 1 
en la columna de la Izqulerda, hasta? que lleguemos a un 3, ^sle 
ee encontrara en la column^a qufe corresponde a 2 en la flla 
superior. ' SI el sistema no fuera conmutatlvo 3-1 podrla 
tener dos slgnlflcados, io que serla Inconvenie^te. jCuanto es 
^ - 3 {KK>d 4)? ^Qu^ ntSmero delie sumarse^a 3 en {mod 4) para* 
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Jobtenerge 2?^ Vemos en la tabla que 3 + 5 « 2 (mod 4)^ entonces 

%' - 3*= 3 (mod '0. iCudnto ea 1 >3 (mq<i\n)? 

Ahora abordemos otro problema. iHay disun nxaraero tal quo 
auiQ&do a 2 d^ 2-3 (mod 4)? Sabemos que 2-3 = 3 (mod 4) 
puecto que 2 =.3 4- 3 (mod 4). * SI observamoa la tabla, vemos 
que 2+1=3 (mod h) y por conslgulente, 

2-3 = 2 + 1 Jmod 4) 

Esto sljsniflca que si restmnos 3 de 2 tenemos el mlarao re- 
aultado que si sumamos 1 a 2. >Eh otras pailabras,. sumso? 1 
a 2 • da el mismo resulta4o que restar su. Inverso, .3, .de 2.» .'^ 
t>e la mlsmk 'znanera podriamos r^ostrar que 

J, r - 3 s 1 + 1 (mod"^) 

3 - 1 = 3 > 3 (mod k) 

De los dos prlmeros ejeraploa resulta que «en la adicldn (mod 4), 
sustraer 3 produce el mismo'resultado que aumaa? 1. ^Ea 
aiempre eato clerto en este siatema? iEs 0-3^0+1 (mod 4)? 
^Es 3-3^5-^ 1 (mod 4)? ^ * . ^ 

^Que relacl6n hay entre l y 3 ' en (mod Oomo 
M 4^* 3 5 0 (mod 4), y 0 es la Identldad para la adicldri* (mod 4)^ 
iqvi4 fieclmos de 1 y 3? Son Inversos aditivos uno de otro* 

Prdbablemente puedes Inferir un principle general de este 
ejemplo* Observa que: 

.Sustraer un niSmero produce el mlsrao resultado que sumar el 

iRverso. aditivo del numejra. " ' 

Este princlplo serd verdadeiro en todo sistema conmutativo ' 
en ^que llamemos "adicl<$n" a la opeyacl<5n^ y en que los elementos 
tengan invex^sos/- Igual manera> para la propiedad que hemos 
observado respecto de la mu\tiplipaci<5n^ tenemos la analogla 
slgulente: 

Un con Junto que es cerrado respecto de la adlcidn (en el 
que la adioldn ea conmutativa) ser^ ceri'ado respecto de ^ 
^ ' la suBiracoidn al contiene a 0 y. contiene el Inverso 
aditivo de ca^a uno de. sua elementos^ 



' Observa que en la adlcl<5n (mod ») tenemos nuestros primeros" 
ejaraplos. <Je c'on juntos cerra<5os respecto< de la a\a3t3:jaccld«. En 
nlhg\ln moinento del estudlo que^hemos hecho este aflo de los niliaeroa 
natJuralea, cardinales y mclonalea, hie^mos tenldo Inversoa aditivos 
, cpn. la excopc4<5n' de cero, que ea'inverao adit^-vo de si.m^smo en 
todo^ eat;os sistemas. • 

Tendras la ocasidn de coraprobar ^stos principles generales eji 
lo3 aUgulentea ejerclcios, , 

^1. (a) Usa la tat>l^ de multlplloacldn (mod 6) para detemlnai*, 
cuando sea poslble, por qu^ hay qv^nEmstltulr x para 
que cada rnie tie las proposiclones num^ricas algulentes 
convlerta en un enuncladd verdaderoi 

1 • X 1 (mod 6) Mx 5 1 (mod 6) 

• 1 2x s 1 (niod. 6) 53C s 1 (mod 6) 

J5x » 1 (mod 6) • 

(b) ,iQu^ eleraentos del conjunto (0, 1, 2, 3, ^, 5) tlenen 
* inveraos raultipldcatlvoa (mod 6)? 
2. Reouerda que la dlvlsldn se def Ijme como la operaclrfn' Inversa 
de la multlplicacidn. Entonces, en la arltm^tlca de los niS- 
meros racionales, %q. pregunta "iCuanto es seis divldldo por 
• doa?" slgn-.rica*, realmente, "iPor ouanto hay que multipllcar 
' dos para obtener seis?" Podemoa deflnlr la division (mod 5) 
^de' eata manera; . . 

- 6 + 4 s- ? (mod 5) signlf Iba 

^ * \ ♦ 

(4)(?) s 6 (mod 5> 

Uaarido la raultlpllcacl<3n y la dlvisldn' (mod 5), copia y com- 
pleta la slgulente tabla: 



(Mod 5) 



b 


a 


inverse awltlpll- 
■« catlvo a' 


b * a 


b 


. /InvepBO ffiultlpli:^ 
Ipllcativo a j 


1 


. 2 




"■ ' 

1+2 = 3 




1*3^3 




2 


■ 5 ■. ■ 


2 + 2 H 1, 




1 

2 • 3 H 1 


3 


2 


^ 3 


3 + 2 s 






Z 


3 


• 

* 






















3 










1 


4 










2 


k 












k 








)» 




k 








■ „ , „ * ..fl 



3. He aqwi una tabla para la adicidn (mocl 5)-: 



+ 


^ 0 


1 


2 


3 4 


0 


. 0 


1 


2 


3 . ^ 


1 


1. 


2 


3 ; 


k 0 


2 


2 


3 


4 


0 1 


3 . 


3 






r 2 


* A 


4 


0 


1 


2 3 



.■ -* 



^ERJC 
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^ Ccpia y Qon^leta la siguiente tabla: 

(Mod 5) 





• a 


de a> 


b - a 


^ de a 


0 


1 

• 


4 


0-124 


0 -i- 4 s 4 


2 


1 




2-12 


2 + 45 


4 


♦ 1 








1 


2 








2 


* 

2 








3 


,2 


V 








4 






• 


.3 


4 
4 









• iCuales. <Je los aigulentes conjuntoa aon cerrados reapecto de 
la division en la arltm^tlca de loa n\SineroB racional^a? 

-(a") {1, I, |) . ^ . * 

(b) Li, 2,. 2^, 2^. ..O , 

(c) ^ Loa r\\Sineros natwralas no nulos, 

(d) XljOs numeroB racionalea. - " ' 

{a) iCudlea de los slguientes conjuntoe son cerrados respeeto 
de la laul^lpllcacldn (mod 6)? 

" {0, 1, 2,- 3,'-4, 5)^ {2, 4}, {0, 1, 5), {1, 5), {5} 

(b) • iQu^ conjuntos menc|.onadto8 en (a) contlanan "un lrj|Verso 
" raultiplicatlvo (mod 6) para cad^ uno de sue elementoa? * 

(c) iQue ^con Juntos menclonados en ' (a) eon ceiM'adoa i»ea- 
pec to de la dlvialiSn (mod 6)? • • ' 



iCuales de los conjuntos [A, B}, (C, D}, (B, C, D}, 
fA, " son serrado? •^gpecto de Is^ operaclor * 
clefinida par la tabla aiguiente? 







B 


C 


D 


A 


A 


* A 


A 


A 


& 


A 


h 


• 

B 


> B 


C 


A 


B . 


D 


C 




A 


B 


C , 


D 



Por ejemplo^ (A, T)} es cerrado respecto die la.operaclcn 
porque si ^eparamos la pai*t^ correspondlente <ie la tabla 
teiidremos la tabla paroial que siguej 

A 4> • . . 



A 



A 

A- 



A 



que contlene solamente * Aes y Des. Poa? t)tra parte^ 
el conjunto (A, C) no es cerrado poi^que si separa*- 
mos 3u tabla parclal tendrlamos 





A 


• C 


A 


A 


A 


G 


> 





y . esta tabla contlen§ una B, que no ee un elemento 
del conjunto (A, C), 

iHay una Identici&d, para * ? SI es asl, icu^l es? 
iCuales de Ids con juntos de; (a) tlenen un Inva^^so 
para * para cada uno de sub elementos? 
iCu^les de los conjuntos de (a) ^on*cerradoB respeqto 
de la operation inversa*de ^ ? (Puedes ussJir loe 
^Imbolos — para esta operacl<$n, de manera que 

« ? signifies b * ? « a* ) 



a - b 
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IE -6. ^. Que es un slgtema matematlco ? ^ 

La Idea de con Junto ha side muy utll' en este libro — se ha 
usado algo en oasl todos los capltulos. Pero, realmente, no es 
mucho lo que se puede hacer con solo un con Junto de elementos. 
Un conjunto es mas intere'sante si se puede hacer algo con bus 
elementos ' (por e jemplD, si los elementos son numeros, pueden ser 
suraadoa o multlpllcados), SI t.eneraos un conjunto y una operaclon* 
defl»3nda sobre el mlsmo, es Ihteresante hallar la manera como se 
coraporta la- operacion. ^Es conmutatlva? (,Es aspciatlv^a? 6Hay 
un elemento identlco? ^Tlene cada elemento un inverse? El 
"comportamlento" de las operaclones arltraetlcas (adlcldn, sus- 
.traccl6n, muitipllcapldn y division) sobre los ndraeros se ha 
estudiado en los Capltulos y y 6. Hemos vlato que operaclones 
dlferentes pueden " comportarse de la misma manera" (ambas conmu- 
tatlvas, por ejemplo). Esto nos suglere que e^tudieraos los con- 
Juntoa con operaclones deflnldas sobre ellos para ver las dlferen- 
tes poslbilldades que hay, Es demaslado diflcll hacer una llsta 
de .todas las poslbilldades, pero en esta seccl6n y en la-proxlraa 
daremos algunos ejemplos. Son jpreclsainente ejemplos de slstetnas . 
tnatcmatlcos. 

Def Inlclor.. Ur. slstema matematlco es un conjunto de 
elementos con una o mds opei-aclones blnarlas deflnldas 
sobre el con Junto. 

Los elementos no tlenen por qu^ ser numeros, pudlendo ser 
pbjetoa cualesqulera, Algunos de los ejemplos algulentes se 
refleren a letras o a flguras geora^trlcas en vez de numeros. 

Ejemplo U Observemos la arltra^tlca del reloj de tres mlnu- 
• tos^-arltra^t^ca {mod 3). 

(a) Hay un conjunto de elementos: el conjunto de los 
, numeros . { 0, 1 , 2 ) . 

(b) Hay una operacldn + (nidd 3)* deflnlda sobre el conjunto 
(0, 1, 2). . ' * ■ 
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(Mod 3) 





1 


2 


0 


1 


2 


0 


1 




0 ' 


\ 


2 




1 


2 


0 




Por conslgulente, la arltmetlca del reloj de tres mlnutos es 
un slstema mateinatico. ^Tlene este slstema algunas^propledadea 
Infceresantes? 

(.c) La operacidn + (mod 3), =^lene la^propiedad conmutatlva. 
iPuedes averiguarlo con s6lo mirar la tabla? SI es 
asf, icorao? Podemos tambl^n comprotoaa? algunos casos 
especlales. 1+2=0 (mod 3) y ' 2 + l s o (mod 3), 
entonces 1 +2=2+1 (mod 3). 

(d) Hay una Identldad para la opei^aclon + (mod 3) (el 
numero 0). 

(e) Gada elemento del con junto tlene un inverse para la 
operacldn + (mod 3). 



Estudia las sigulentes tablas: 
(a) 



(c) 





A 


B 








p 


Q 


R 


s 


A 


A 


B 






p 


R 


S 


r 


Q 


B 


A 


B 








S 


R 




P 












R 


P 


Q 




S' 












s 


Q 


' P ■ 


s 


R 




A 


□ 


o 


/ 






• 








A 


0 


o 


/ 














0 


o 


/ 


A 






* 






O 


o 


/ 


A 


0 












/ 


/ 




0 


o 






\ 
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• 9 

Ejerolcloa 12~6 
^Cu^l o ciiales'de las tablaa {'a), (b), (c) descrlben \in 
slstema matematlco? Prueba que tu 3?espuesta es cor-recta. 
Utlllza las" tablas anterlores para completar correctamente 
los sigulentes enunclados: 

(a) B-A.= ?' (e) Q*R=? (i) /-O^? 

(b) A - 0= (f) R * S = ? (J) B • B = ? ' . 

(c) (g) P * R « ? • (k) A • A « ? 

(d) X A-" B = ? (h) - 0^= ? (1) S * S « ? 

iCual o cuaies de las operaclones^blnarias * , * , " son 
Gonrautativas? Prueba que tu respuesta es correcta. 
iCual o cuales de las operaclones blnarlas * # * * ~ tlenen 
im eleniento Identlco? ^Cual es ese elemento en cada caso? 
Usa las tablas anterlores para completar correctamente los 
slgulentes enunclados t 



(a) 


P * (Q * R) = 


? 


(f) 


R ♦ (P * S) = 


? • 


(b) 


(P * Q) * R = 


? 


(g) 


A ~ (A - /) = 


o 


(c) 


■P * (Q * S) = 


9 




(A - A) * / = 


*> 


(d) 


(P » Q) * S = 


0 


(1) 


(Or 0)- A ^ 




(e) 


(R * P) ♦ S = 


0 


(J) 


d (0 - A) = 


* 



iTe parece que alguna de las operaclones descrltas per l^s 
tablas. (b) o (c) es asoolatlva? ^Por qu^? iC<5mo ptaecies 
demostrar tu aflnnaclon? ^C6mo podrla .otra persona probar 
que^ tu respuesta^ no es *correcta? 

(a) * En la tabla (c), ^cudl es el con Junto engendrado per el 

elemento 0 ? * 

(b) En la tabla (b), i^^^l ^1 con Junto engendrado por el 
elemento P? 
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8. PROBLEMA BIPICIL., Indiea por qu^ no descriten sistemas mate- 
maticos. las sigulentes ""tablas j 



(a)' 




1 


2 


(to) * 

» 


1 




2 




1 


1 . 
1 


1 


1 


el producto 
de 5 y 6 


la 
2 


suma de 
y 4 


(c) 


* 


1 


2 


. 2 . 


un numero 
entre '3 

y 8 




0 






1 


k 












4< 


2 


3 











12-7. Slateiaas matematlcos sln niimeros 

En la seccldn anterior hemos dado algunos ejemplos de sis- 
temas matematlcos sin numeros, Suponiendo que queremos inveiitar • 

# 

«no, ique necesitaraos? " • ^ 

Deberaos, por.lo pronto, disponer de un conjunto de otojetosj 
luego, necesitamos alguna operacion blnaria— algo ,que pueda 
hacerse' con ^dos cualesquiera de los elen\entos de nuestro conjunto. 
Hemos aprendldo que 'las propiedades de clausura, conmutatlvidad, 
asociativldad, etc, , son rauy utiles para slmpllflear expreslones, 
Serfa cdraodo tener en nuestro sfstema niatematlco algunas de esas 
propiedades.- ' . 

Empecemos con una tarjeta. Cualquler clase de tarjeta rec- 
, tangular nos es iStll. La utilizaremos para representar una 
region rectangular cerrada. Coloca la . 
tarjeta^ sobre tu escritorio y marca 
las esquinas cobso en la figura., Ahora 
vuelve del reves la tar J eta y escribe 
una "A" detr£s de la "A" que ya hablas 
escrito. Asegurote de que las dps lett'as "A" est^n una detrds 
de la otra de manera que dfesignen una -sola esquina de la tarjeta. 
De la raisraa raanerai escribe las letras B, G y D detris de 
las que ya has escrito, de manera que coincldan las Bes, las 
Ces y las Des. ^ 
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i^\x4 con Junto zommoa^ En lugar de numeros, tomemos elementos^ 
que tlenen algo que ver con la tarjeta. Coml'enza con la tarjeta en 
el centro de tu escritorio de jnanera. que I03 lados mas ikrgos est^n 
colocadoa paralelamente al borde mas oercano de tu escritorio. 
Ahora mueve la tarjeta— levantala, ponla al tbvbb o mxi^vela en 
alguna forma — colocala nuevament^ en el centro de tu escritorlo 
con sus lados mas largos paralelos al borde mas cercano del tablero^ 
La^tarjeta aparece exactamente en la misma po^icl6n que antes, pero 
las esqulnas pueden estar raarcada3 con dlferentes letras (una 
esqulna que ante^ estaba arrlba puede aparecer ahora abajo, por^ 
ejemplo). La poslcldn de la tarjeta ha camblado, pero la regidn 
rectangular cerrada .efiarece eomo al principlo* (La ^^figura'^ es la 
misma. Los puntos indlvlduales pueden haberse movldo. ) Los ele- 
mentos de nuestro conjunto serdn justamente esoQ camblos de posl- 
cldn^ Conslderemos todos los cambios de- poslcldn necesarlos para 
que la: region rectfiungular cerrada vu^lva a su posiclon primitlva 
(lados mas^ largos- paralelcs al borde mas cercano del escritorlo)* * 
^Guintos cambios bay? 

Podemos empezar con la tarjeta en alguna poslcldn que llamare- 
mos poslcldn normal, como se muestra en la flgura* 

Sin leVantar la tarjeta del escritorlo., hazla girar media 
vuelta alrededor de su centre* Una figura transformada de este 
mddq, es: 



Poslcldn normal 




i 



Como las letras "A", "B", etc* , son aolamente marcae ^ara 
dlstlnjgulr Tas esqulnas de la tarjeta, unas dQ otrasj no altera- 
remos*el movlmlehto si glramos las letras de modo. que resulten en ■ 
su posiclon habitual de lectura. Este. camblo de poslcldn — 
deslgnandp la rotaclon de la Barjeta con "R"— -se representa en el 
dlagrama sigulent^e: 
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|Glj>a"la tarjeta 
.^media vuelta. 

iQu4 habrla ocurrldo si la tarjeta hubiera girado un cuarto 
de vxielta?. 0j- 








cuarto 
''de vuelta 



iResultara en la mlsma posicldn la tarjeta*", despu^a de este 
camblo? . No, este camblo de poslcldn no puede estar en mestro 
con Junto, pues las dos flguraa son bastante dlferehtes. 

' iHay algunos" otros carablos de poslcldn de la tai*Jeta que 
dejen la region rectangular cerrada en su poslcldn prlmitlva? 
Si, podemos dar vuelta a\la tarjeta de dos m|neras diferentejf', 
coiRO ae Indlca en estos dlagramas: . , i 



H: ' 
Da vuelta a 
ia tarjeta, . 
utilizando un 
eje horizontal. 





> V: 

Da vuelta a 
la tarjeta, 
•utilizando un 
eJe vertical.- 
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Ahora comprcndes por' qu4 convenla marcar tan cuidadoaamente 
eunbosilados de la tarjeta. Recaerda que para nosoiros la t^Jeta 
repreiftnta solaraente una flgura geom^trica. Bada vuelta, la . 
^ tarjeR aparece de modt) diferente: ae ie ve la otra ca:^a3 pero 
la region rectangular cerrada, aunque esii volteada» no carabia. 
(Algunos pxintos parti culai^es pueden eatar en posiciones dlstlntas^ 
por supuesto^ pero la flgura geom^trlca en si es la misma* )^ 

Hay otro^camblo de position qi;ie debemos /iohslderar* Es el 
eamblo que deja la tbijfjeta sin mover (coloca cada pun to en su 
proplo- sltlo). Llamemos "1'^ a este cmhlo de poslcldn* 




I: 

Deja la 
tarjeta en 
su ^Itlo, 





' ! 


D 


C 



Ahora tenemos nuestro con junto de elementos; es I, B, 
Reaumamos lo que signlflcan para consul tarlos fa^llmente; 




Elemento 1^ 
l^e Ja la 
tarjeta en 
su sitio. 





Elemento V: 
Da vuelta a 
la rarjeta, 
utllizajado un 
eje vertical* 




IB 



Elemento H: 
Da .Vuelta a • 
ia^ tarjeta, 
utlllzando un 
eje horizontal. 
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Elemento R: 
Glra la tarjeta 
media vuelta en 
la dlrecci6n • 
Indlcada por la 
flecha. 




Habla dos 



Reciaerda »la de-f Inidon de sistema miifB^ti^o. 
req\al3lt03: 

(a) XJn conjunto de elemenfcos, 
♦ (b) Una o mas operaciones binariaa deflffldas sobre* el cpn^ 
Junto* de elementos conslderado, ^ 
Nuestro con junto [I^ V, R} satlsfaoe 1^ prlmei»a eondlcl6n, 
Tenemos ahora qxie oumplir 1% segunda oondicidn: necesiteumos * 
una operacidn^ iQue operaclon utillzaromoa? ^Cdmo podemos 

comblnar dos elementos cualesqulera de nuestro ytfbnjunto" para 
obtener un **obJeto deflnldo"? SI el con junto idebe ser cerrado 
respecto de la operaclon, el "objeto def inldo^l que es ii^esultado 
de la operacldn debe ser nuevaiaente uno dp los e$^ementos del 
con junto* 

He aqul una manera de comblnar dos elementos cualesqulera 
.de nuestro conjuntoj '* Efectuaremos uno de nuestros camMos 
y1:.UEG0 el otro. Utlllzareinos el slmbolo "ifLU" para esta 
operacldn. ( Probablemente puedes Imaglnar un slmbolo mds con- ., ■ 
venlente. ) Entonces "H YLU V" slgnif lea "voltear la tarjeta 
usand/p •un.eje horizontal 'y luego dar vuelta a la tarjeta usando 
un eje vertical Comlenaa con la tarjeta en la posicl6n normal 
y efectua estos camblos. ^Cual es la posicidn final de la 
tarjeta? iEs el resultado de estos dos oambios'el mlsmo que 
el cambio R*? 1^6 slgniflca 

YLU H"? Haalo con la 
tarjeta. Ahora podbmos com- 
pie tar l|t tablm de nuestra 
ope^acion* Algunos de sus 
llementba se indican en la 
tabXa. de la derecha« 



YLU 


I 


V * 


H 


1 

R 


, I 


I 


V ' 






V • 






R 


H 


H 


H 


R 


• 




'R 




1^ 
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Eje^»ciclos 12-7 . - 

;Verlfica los elementos qus se doxi en la tabla anterior 
encuentra los oti^os. Utlllza la tarjeta, • ^ 
Llena los espaclos vaclos para'hacer las sigulentes Ig^aalclades 
correctas* Usa tu tabla para la operacl6n YLU, o la tar^Jeta. 

(a) R YLU 



(b) 

(a) 

(e) 

(f) 

(s) 

(h) 
(1) 



R YLU 
? YLU 
? YLU 
(R YLU 
R YLU 
(R YLU 
(R YLU 
{? - YLU 



? «= H 

R =t H 

H = R 
H) YLU 

(H 'yLU 
H) YLU 
?) YLU 
H) YLU 



V 

y) 



= 9 



? V 

V ^ H 

V ^ R 



Examlna la tabla parA la operaci<Sn YLU; ' 

(a) lEk cerrado el con junto reapecto de la operacidn?. 

(b) ^Ss* la operacion conmutativa'^ * * * , 

(c) * ^Te parece que la operacion e3 ascciatlva? * Utlliza la - 

tabla de la operacldn^para coitprobar varies ejeinploe^ 

(d) iHay un elemento id4ntico para la- operaci6n » YLU? 

(e) - iTiene cada elemento * del con Junto un inverao respecto'de 

la operacidn YLU? ^ , ' 
He aqul otl^ aistema de camblos 
o transformacionea, Corta una . 
tarjeta triangular con dos lados 
lgual<^s. Marca las eB<|uinas 
come se Indlca en la figura. ^ 
(Marca**el reves de, cada* es^ulna 
con la Msma letra original. ) 
El con Junto de nueatro sistenia 
consistlr^ en dos cambi*a o 
tranaformaciones. El primer . 




cambio, llamado I, sera; Deja la tarjeta en aru sltio. El 
segundo caicblo, llamado P, sera? Vuelve la tarjeta del 
rev^a, utlllzando el eje vertical. P * YLU . I slgnlficara: 
da vuelta a la tai-Jeta, uaando s,ta eje vertical, y luego d^jala 
en su aitlo.. iC6mo se vera la tarjeta— como si se la hubiera * 
dfejado en su sitlo^^ 1, o como al se hubiera efectuado el . , 
cambio P? ^Que slgnlflca I YLU P? ^Es" P YLU I = P 
o es' P YLU • i = l? 
(a) Coinpleta la tabla sigulentei 

YLU 



(b) 
(o) 
(d) 
(e) 
if) 



>• I 
P 

jEs eerrado el conjunto respecto de esta'operacl<Sn? 
iEs la operacl<5n conmutatlva? 

iEs la operacion asociatlva? ^Estas seguro? ' 
iHay una Identldad para la operacl<5n? 
^Tlene cada el ©men to de?. con Junto un inverso respecto 
de la operacion? - " , * ^ 

Recorta una tarjeta triangular de tres lado8 Iguales y 
mar<^a 'aus esquinajs como eft la figura (por apbps lados, 
colncldlendo las lett'as). El^^ 
conjunto para eate alstema se 
Gompondrd de los a^lgulentea 
sels cambios o tranaf ormaclones : 
I: Dejar la tarjeta en su sltio, 
R: Girar. la tarjeta en el 
sentido de las agujas del i»eloJ 
^ de vuelta. 

S: Girar la tarjeta eh el ' ^ 

sentido de las agujas del reloj 

2" 

af de. vuelta. 

2 ' ' • ' 

t: Dex vuelta a la tarjeta, ' 

usando un eje Vertical. " 

Vi 33ar vuelta a la. tarjeta. 
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♦ 

usando un eje que .pas^ por el v^ptlae Inferior <3e3t*ech6. 
V: Dar \melta a la tarjeta; usando. un eJe que pase pdr el 
v^rtlce Inferior Izquierdb. • . . 

Tres de estos Qain'^li»S; serin rotaclones alrededor del cerjtros 
I, R y S, LoS otros tres seran'afcatiTnlentoff alrededor, de 
loa'ejes. (Ter,' culdadoj los eJes\s.on 'fljos; no.glran con la: 
tarjeta* Por ejemplo, el eJe vertical permanece ❖ertioal— ^ 
pero pasara por otro.vertlce diferente de 1^ tarjeta -despues 
que eat a haya glrado un terclo de vuelta alrededor de au ^ 
centro* ) Conatruye una tabla de eatoa cambloa* Examina la 
' tabla* iEs conmutativa la operacl<Sn?' jHay un^ oambio Identicb? 
tTlene cai3a camblo un Inverse?. . " 

Trata de hacer una tabl^ de camtoios paapa una tarjet^ cuadrada. 
Hay ocho camblos (ea declr, ocho elementos en el oon Junto). 
iCudles son? ^Hay un element© Id^ntlco? ^Eg la operacidn 
YLU conmuta<tlv&? 



12-8. Los riiimeroa naturales ^ log nxSmeroa cardjLnal^B 

hoB 3latemas matematlcoa que heipos eatudlado hasta ahora en 
este capltulo se componen Ae un conjunto y una operaci<$n. Son ^ 
ejeraplos la adidddn'O la njultiplicacldirf modular y los iuovlinlen1:o8 
de una tar J eta rectaiigular o triangular* ^ !Jn alstema matem^.tlco 
dado por un conjunto y dos operaclonea f^arecerfa mucho mas com- 
pllcado, que estos eJemplos% Sin embai^o, como^puedes ya habar 
adlylnado, la arltm^tlca ordlnarla es. tarobi'^n un slateiia ioiate- , ' 
matlco y saberaos^ que podemos efectuar tnde de una op^racldn utlll- 
zando los nilsinos numeros — por ejet^lo, pueden ser iBumadoa y niultl- 
^pll'cados/ * . 

Para concretar, tomemos el*c6nJunto de los numeros racldnales. 
Este con junto, con las dos operaclonea —adlcldh jr nnaltipli«acl<Sn— • 
fomia un sistema raatematico que se ha^'^atudladoTen los Capltulds 
6 y 8. ^Hay prqpl^dadea de eate distema que son c<M5^letaBiente 
dif erentes • da las que hemos 'conslderado en los slsteinas pon'uila 
sola operacl6n? SI, te pa familiar el hecho de que 
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2 • (5 + f;)'» (2*5) + (2 • Egte es un ej^emplo de la 

propi'eciad distributiva. M^a pi*eclsain«nite, esto pone de rae^ii- 
flesto que la multl^llcacldn es distributiva f^eapecto de la* 
Btma.* La propiedad diatrlbutiva ea tambl^n de intei^s en otroa 
slstemas Bjatematlooa. 

Seflnlclon. Suponte que tenemos -un conjunto y dos opera- 
> ^cionea binarias, * ^ " , defini^Saa sobre el con Junto. 
• La operacl6n * es distributiva reapecto de la operacldn 
• si- a * (fc » c) ~ (a; • b) * (a * ts) para t'leraentos 
•a, b, c cualesqulera del conjunto. (Y* po demos efectuar' 
todas eatas operaclonea. ) 

£n un siatema matematico con .doa operaciones, eatan las 
propiedadea que prevlaJnente heraoa estudlado para cada una- de . 
eaj^a oporaclonea^separadamente/ L^i ilnlca propiedad que ae 
reflore'a ambaa' operaciones a la vcs es la propiedad distrlbu- 
' tiva, . • . . ■ 

EJ'erciclQs 12-8 
Conaidera el con Junto de los numeroa naturalea; 

(a) ^Es cerrado el conjunto reapecto de-la adicldn? .^Y 
reapecto de la "multiplicacldn?- 'Expllcalo. 

(b) iValon laa propiedadea concautatlva y aaoclatlva para 
la adlclont para la multipllcacldn?' 3>a un ejemplo 
de cada una. ' • • . \ 

(c) iCual ea el elemento idi^ntico para la adicldn? aY 
para* la Tni;ltipiicaci<5n? 

(§) lEs cerrado el con Junto de loa numeroa natu rales res- 
pec to de la .sustraecionV reapecto de la division? 
.Expllcalo. , ' • * , 

•Laa respuestas a laa pr^egunVas" (a),' (b) y (c) ae 
refleren'a algunaa de laa propiedadea del slstema matematlc 
• comptieato del conjunto de los •hiJijneros naturales y de las' 
operaclonea de la adicldn y la njultlpllcacldn., • 

2^ Contdsta a las pregmitaa del problema l{a)^ (b) y (c) 

* *^ ^ ' * 

paiV9t el con Junto de loa numeros cardinales^ ^ iSon tus i^es- 

• *\ * 

: pyestas las mlsmas que para los numeit)s naturales? 

^ ■ . , . ■ . . 



(a) Para el slstenila fle .103« numeros cardlnales, escribe tres* 
proposiclonets niim^rlcas que llustren la propleda^ dla- 
tribuciva de la multip3J.cacldn*^eapeGto de la adlcldn. 

(b) iEs dlstribiitiva la adlcion respeeto cie la multipllcaGldn 
Trata con al§unos ejemplos. ' ■ 

Laa dos tablas sl'gulefttes deacriien un slstema matematico 
compueato del con Junto (A, B, C,* D} y de laa dos operaciones 

I 





A 




.* a 


•B 


A 


. A 

» 




A , 


-A 




A 


B 


A 




C* 


A • 
* 


A 


'P 


c 


D 


A 




C 


D 





A 


3 


G 


B 


A 


A 


B 


G 


B 


B 


B 




"p 


B . 


C : 


G 


B 


G 


B 


D 


D 

1 


D 


D 


B 



(a) ^Te parece que ♦ . ea dlsti^lbutlva fespecto de 
^ Trata con varlos ejemplos* 

(b) £Te parece que * es dlstrlbntiva^respeoto de 
Trata con vbtIob ejemplos* ^ . * 

Contesta a estas preguntas pa^a cada uno de^los slgulentes 
3l3teinas* ^Es cerr^do el conjunto respecto de la operacldn? 
ifes la operacldn^conmvtatlva? iKB asoclatlva? iHay uri ele- 
mpnto id^ntlco? iQa4 elementos tlehen inversos? 

(a) El ^©latema o^iyo conjunto ea el con junto de los numeros 
Impares y cuya operaci6n es la ^multlplioacitSn* 

(b) ijl slstema cuyo oonyuntc se oompone de cero 3^ d^ Iob 
mpltlplos de 3$^^ cuya operaci<5n ea la multlpllcacldn. 

(c) El slstema cuyo con Junto se compone de cero y de los 
mUltlploa de 3, y cuya operacldn ea la adlci<5r^ 

(d) El slstema cuyo con junto ae compone de los niJIineros 
racloftales entre 0 y 1 (no Ineluyendo' a 0 nl a 1), 
y tiuya operaclon es la inultlpllcaci<5n. 

(e) El slstema 'cuyo con Junto se compone de los -ntSmeixjs pares, 
' y cuya operacl6n es la a41cldn, (Cero es un numero par,') 



2Sl 
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(f)* El sistema ouyo con junto se compone de los rASmeros ^ 
\^ raclonales en»tre 0 y » 1* y cwya operacldn es la f 

'6, (a) tEn qu^ sentldq es el siateraa 5(b) el mlsmo qv»e el 

(b) iEbft qia^ sentido es' eVsiaferaa ,5(a) diferente ds^ 
sisteka*^ 5Cb)?* , ^ 
»7. • Ii?Venta un sistema* mateniatlco que ^se comppnga de un cohjunto 
y de dos operaclones deflnldas sobre el conjunico. Construye 
por lo meno^"; tablas%pa3Pciales para las ,operaclonea de tu 
alBtema* Haz una. lis ta 4e las propiedades de tu slstema* 
*8. He aqu^l un sistema mateniatlco compuesto de un conjunto y de 
dds oparaciones deflnldas sobre ese conjunto, 
Gonjuntot Todos loa numeros naturales* * 
Ope4*aci<5n * : Hallar el m^ximo conrun divisor* ^ ' 
Operagilon * : Hallar el mlnlmo cotmSn multiplo.^ 
(a) iTe parece que la operaclcSn * e^ dlstrlbutlva respecto 
de la operaciJon * ? Ensaya varios ejemploa* 
. (b) .t.Te parece que la operaclon o es dlstribxatlva ar^specto 
de la operaclon * ? Ensaya varios ejemplos^ 



l2-9» An tm^ tic a nio<iular . . • 

En la Seccl<^n' 12-1 hemos estudlado una nuevaifSidicidn que 

se practica glrando la aguja de un relo^. »S1 usamos^un reloj . 

^ • "* 

de cuatro mlnutos, declmos que ^2 + i (mod 4), Las tab!l,ps 
que conatruimoB, de3C*»*blan el slatema raatemat^^co (mod 4). 
En la Sl$cel<5n 12-2" heinos'*?fetudiado una nueva muftlplicacldn 
uaando' el mls«io x*eloj* 

Los siaCemas modulspr^es son el resultado de claslfj^oar « 
niJimeros cardinales de detexmlnada manera. Por ejemplo, podrlamoa 
claslflcar los numeros cardlnalejs como pares e Impares* En este 

■r 

case lbs numeros pares; 0, 2, 4, 6, ... se ponen en la mlsma 
famllla, y esa famllla se dealgna por el menor-de los niijneroe;- 0 
Entonces la'clase de todos los' n\5mero8 pares es "0 (mod 2). 
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Partlendo dc\ 1, los mJmeros imparea: 1, 3, 5, 7, ae ponen 

en .una mlama familia que se Qesigna per i (fftod 2), Para los 
mimeroQ pares e Impares tenemoa dos clases, 0 (mod 2) y 
1 (mod 2). El numero pertencce a la olase 1 (mod 2), el 8 
pertenece a la clase 0 (mod 2), 

Si ponemos en una misma clase un numero cardinal tornado del 
conjunto 0,^ 1, 2, 3, y ^^odos los n\lmero3 cardinal es que se ob- 
tlenen de el sumandole tenemos el sistema (mod 4), Ke aqul 
un esquema de algunos de los pumeros que pertenecen a la clase 
0 (mod 

CD , . > ffi V > . CD . > . CD . . . (?) , , , (D , , > I > 

0 ^4 ; 8 \2 16 20 ^ 

La construccion de estejejemplo se podrla describlr mas 
br,evemente asl: ponemos en una misma clase los numeros cardinal es 
tornados clcllcamente de cuatro en cuatro"* 

Todo numero cardinal tornado clcllcamente de cuatro en cuatro^ - 
partlendo de cero^ pertenece a una misma clase. Entonces, los 
numeros lue son multlplos de 4 pertenecen a la clase 0 (mod h)^ 

Kn este otro dltujo se muestran algunos de los ni5meros que 
pertenecen a la clase 1 (mod h), 

0 1 5 9 13 17 

Todo numero cardinal tornado clcllcamente de cuatro en cuatro, 
a partlr de 1, pertenece a la misma clase, esto es, 1 (mod 4). 
Eiitonces los^numeros que son 1 mas un multiplo de 4 pertenecen 
a esta clase. 

Los dibujos que siguen muestran algunos de los raSmeros que 
p*^rtAn^?ce?i a las claaes 0 (mod 5) y 3 (mod 5).' 

* > 1 - I I -i - k » i ^ M A til i I « > * > « 

0 5 10 15 20 

Lo3 numeros que pertenecen a la clase 0 (mod 5) son los 
imiltjlplos de 5. 
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« ' » 1 » 1 k— i.^ L-„.l , » 1 1 * « « » I . . 

3 8 13 18 

Lo3 numeros quQ pertenecen a la clase 5 (mod 5) son 3 
' mas los multiples de 

Nueatroa primeros problemas de sistemas modularea ha^ 
utlllsado como operaclon la adiclon. Cuando caml)lamos esta . 
operaclon por la multlplicacion, obtenemoa un slatema mate-' , 
matico diferente. Con ambas operacionea, la arltmetlca moduiai* 
se parece mas a la arltmetlca ordlnarla que cuando ae usa una 
sola operaclon. ^ 

En cada uno de los sistemas modulares podemos conocer el 
nuraero de elementoa de au conjunto. Por ejemplo, hay cuatro 
elementoa si ea un alatema (mod 4), slete elementos si es 
(mod 7), y aal sucealvamente. Un conjunto de eata clase se 
llama conjunto flnlto y el slatema se llama alstema flnlto « 
Los sistemas modular.es y los sistemas de la Secclon 12-7 son 
sistemas flnlto a. Por otra parte, el conjunto de los numeros 
racionales que ca considerd en la Seccldn 12-8 es tan grande 
que contlene mas elementos de los que puedes norabrar. Ese 
conjunto se llama conjunto Inflnlto y el alstema se llama 
slstema Inflnlto . 

EJerclclos l2-9 

1. Escribe la table de multlpllcar (mod 8) y recuerda o re- 
construye la tabla de multlpllcar (mod 5) que has encontrado 
en los EJerclclos 12-H. 

2, Responde a cada i/na de las algulentes preguntas sobre los 
sistemas mateiaatlcoa de multlplicacldn (mod 5) y (mod 8). 

(a) iEb cerrado el slstema respecto de la operacldn? 

(b) iEs la operacl6n comutatlva? 

(c) iTe parece que la operacldn es asoclatlva? 

(d) ^Cual es el Clemen to id^ritico? 

(e) 1(^4 elen^ntos tlenen inversos'^ y cuales son loa pares 
do elementos Inversos? 

(f) ^Ks cierto que ai un producto ea cero, por lo menos uno 
de los fac tores es cero? 
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A fin de oonvertlrlas en enunclados verdaderos, completa cada 
una dc las algulenies proposiciories n^umerioas: 

(a) * Si X ^ £ V (mod s) (c) h i {mod ?) 

(b) n X 5 ? (mod 5) (d) 2^ s o (mod ?) 
Halla loG sigulentjcs produotos: 

(a) "c: X 5 i (mod k) X&) 4^ = ? (mod 5) 

(b) 2 A ^ i ? (:nod 6) (f) 6^ h ? (mod 5) 

(c) • X r c •: (-od 7) *(g) 6^^*^ s ? (mod 5) 

(d) 5' A y ■ = ? (mod 9) 
■laz estas su:f.a3: 

(a) 1 5 - '. (mod t) (c) 2 + h ~ '> (mod 5) 

(b) + ,5 s (mod (d)' f- = ? (mod. 5) 

(a) iialla los valores de 3(2 + l) (pod 5) y 

.(■5 • ii) 4- (,5'* '1) (mod i).. 

"(^) halla los valores d<^ ^(3+1) (mod. y 
• v) + (■» • 1) (mod j). 

(c) Halla los valores de (3»2)+(3»4) (mod 5) y 

3('d + ^) (fliod 5). 

(d) En los ejemplos de este problema, ies la multlpllcacl6n 
dlstiHitltuva respecto de la adlcldn? • ^ 

vij Halla loG valores de 3 ^ (2 • l) (mod 5) y 

(5 2) • (3 ^-1) (mod 3J. ^ ' 



Kalla los valorea de ^ .4^ (3 • l) * (mod 5) y 



, . (4 ^ 3) • (if 1) ^ (mod 5)* 

(c) Halla los c/alores de (3 + 2) * (3 + ^) (mod 5) y- 
1> 4-. (k: * k) (mod ^ 

(d) En los ejemplos de este problema j 6^s la adlcldn distrl- 
butiva respecto d^ la multipllcacldn? 

Re<iuerda q^a? la divlsjdn se define despises de conocer la 
nultlpricaclon* Omtonces, en la arltmetlca ordlnaria. 



1b, pregunta "^Cuanto es seis dlvldldo por 2?** slgnifica. 
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»8. 



9. 



S 



10. 



11. 



12, 
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realmente, "iPor cueinto hay qye multlplicar ,2f para 
ohtvnev sels?" Una! operacldn que comlenza obn uno *<ae 
los riurr.eros y la "ruspuesta" de oti>a oper^clon binarla 
y pregunta cual es <j1 otro m.1mero, se llama una opera- 
cldn inversa. La division es la operae'ion Inversa <3e 
la mul'tlpllcacion. | 
Halla los • Goclentes marqfados con una Interrogaclon. 

(a) 2 •^ 3 s ? (mod B)/ 



(b) 
(c) 



+ 2 



? (mod 6) 



0 + 



•? = *> 



(d) .5 + 4 = ? (jilod 5) 



(e) 0+25? (mod 5) 

(f ) 0 + 4 s ?. (mod 5) 
(■g) 7 + 5 = ? (mod 10) 

*(h) 7,+ 6 s ? (mod 8) 

Efectua las 'sigulentes operaciones. Recuerda que la sus- 
traccion es la operacldn inversa de la adicldn, 

(a) 7 - 3 (nod 8) . (c) 3 - ^ (mod 8) • 

(b) 3 - »4 (mod 5) *(d) 4-9 (mod 12) 

Construye una tabla para la sustraccldn (mod 5). 
Junto cerrado respecto de esta operacidn? 
Sustltuye x de manera que las sigulentes proposlclones 
numericas se convlertan en enunciados verdaderos. Expllcalo. 

(d) 3x s 0 (mod 6) 

(e) X • X s 1 (mod 8) 

(f ) kx = 4 (mod 8) 
(f)-, determlna por lo menos un modo 



.Es el con- 



(a) 2x - i (mod 5) 

(b) 3x = 1 (mod 4) 
(z)' 3x ^- 0 (nod 5) 
En el problema 11(d) 



de sustltulr x, que haga verdadera la proposlcldn num^rica. 
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12- 10. , Resumen repaso 

Una operacldn blnarla deflnida sobre un conjunto es una regla 

de comblnacion por medio de la *cual dos elementos cualesqulera del 

conjunto pueden ser comblnados p€^a cietermlnar un objeto defajiic^, 

alstema matematlco es un conjunto con una o mas opera^ 
_____ ^_______ ^ ^ ^ 

clones blnarlas definidas sobre ese ^onjunto* 

Un conjunto es Qerrado respecto de una operacldn blnarla si* 
cada dos .element^os del conjunto pueden ser comblnados inediante la 
operacldn, y el resultado es slerapre un elemento del conjunto. 

Un elemento Identlco para una operaclon blnarla def Inlda 
sobrfe un conjunto es un elemento del conjunto que no altera nlngun 
elemento con el cual se comblna* 

Dos elementos son Inverses, uno del otro para una operaclon 

...... ,.. ^ ^ 

blnarla si el resultado de esta operaclorf sobre esos dos elementos 
es el elemento Identlco de la operaclon* j 

• Una opferaclon blnarla es conmutatlva si, para dos elementos 
cualesqulera, se obtlene el mlsmo resultado comblnandolos en un 
ordon y luego en el orden Inverse* 

Una operaclon blnarla * es asoclatlva si, para tres ele^ 
mentos cuf>' squlera, el resultado de comblnar el primero con la 
/iomblnaci, iel segundo y del tercero es el mlsmo que el resultado 
de CHE>fiibinar la comblnacion del primero y ^ei segunde-'-eon - e l ■ ter c er^o; 

a * (b * c) -= (a ♦ b) ** c 

La operaclon blnarla * es^ dlgtrlbutlva .respecto de la 
.operacl<5n blnarla • si se cumple 

a * (b » g) = (a * b) « (a * c) 

para cualesqulera elementos a, b 2. c. 

Un conjunto S es engepdrado por un elemento • b raediante 
le, operacl<5n * si * 

S - (b, (b * b), (b * b) * b, [(b • b) * b] * b^ ... ) 
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Capltiilo 13 • ' 
ESTABISTICAS Y GRAPICAS 

15-1, Recoleccl6n de Qatos 

Si otservaa a los alumnos de tu clase, se te puede oc\irrlr 
que varioa de"ello3 parecen de la mlsma estatura, que unos son mds 
altos y que otros son mas bajos. Suponte qiie quleres sa"ber la 
eata-tura del m^s alto, la estatura del mas pequeflo, y cuantos 
tlenen la mlsma estatura. iG<5mo te las arreglarlas para dbtener 
esta Infomaclon? En primer lugar, tendras que medir la eatatura 
de cada alumno. De esta manera podrda recolectar datos para res-' 
ponder a las preguntas que te has planteado. ""^^-^ 

Supongamos que mldes la eatatura de cada alumno cba^a aproxl 
macldn de una pulgada. Cuando hayas- tcrmlnado de hacer esWy--.dsJi£* 
raia^dlaponer los datos de las medlciones de modo que de ellos 8e 
pueda obtener lo mas faclimente poslble', la Informacldn necesarla. 
Precuenteraente, esta dlsposlcidn de los datos conslste en una 
tabla corao la seRalada con 13-1. Si deaeas, puedes hacer una 
lista de los aluranos 'por Isus nombrea, pero en nuestro oaso hemos 
asl gnad o un J^umero §_cMa- allMQft^ — 

Con los datos dispueatos de esta manera, -es facll contestar 
preguntas como las siguleiitea: iQu^ estatura tiene el alumno mds 
alto? iY *el mas bajo? iCuantos aluranos tiener^ una estatura de 
60 pulgadas o mas? ^Cuantos alumnos tlenen menos de 60 pxilgadas 
de eatatura? ^Cual es ,,la estatura que aparece con mas frecuencla? 
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♦ 

Tabla 

. V Eatatyras-de los 15 alumnoa del s^ptimo grado 





Estatura en ; 


1 




2 


64 


3. 


65 


k 


61 




6l 


** 


' . * 6i 




60 


I 


59 




57 




. 55 


11 


55 


12 




]l 


54 




53 


^5 


52- 



Este ejemplo de las estat^uras de loa aluimioa de una clase 
es una muestra de Tb. clase de asuntos que encontramos al estudiar 
laa eatadlatlcas* La estadlatlca, en parte por 3Lo menos, tlene 
que ver con la recoleecidn de datos y !a oonstrucclon de tablas 
y cuadroa de numeros que repreaentan loa datos* Las ^tablas y 
loa cuadros hatitualmente facllltan la comprenslon de la Infor- 
maclon aue pontlenen loa datoa que se han recolectado* * En este 
capitulo usaremoa.loa datoa de la tabla 15*1 anterior para 
llustrar algo de lo que hacemoa en nuestro estudlo de la.sata- 
dlstlca, > 

Muchas de las tareas de dlferentea oflcinas del gobiemo 
de los Estados Unldoa no ae podrlan ejecutar si estaa oficlnas 
no pudleran colecclonar una gran cantldad de datos para utlll- 
zarloa en su trabajo* El Gongreso 4e los Estados Unldoa tlone 
el poder *'de Imponer y recavadar impuestos — para-pagar las 
deudas y proveer a la defensa coniun y al bienestar de los 
Estados Unldos". El total de los Impuestos a recaudar jdepend^ . 
de varias circunstanclas. Enuraera algunas, Ciertamente 
depende del niimero de habltantes de los Estados Unidos, El 



Congreao debe hacer el tsenso de la poblacl6n "dentro del plazo 



de cada decena de .aaos"» El censo tornado en 195.0 moatr^ qu© 
habla un®3 151,000,000 haMtantes en, loa Estados Unldos. ^"Otvo 
censo se efectuo en i960. Plde a tu blblloteSario 'que te aywde 

...... • 

a buscar oste dato de la poblacldn de los Eetadqs Unldos en. 
i960. 

La tabla 13-2 raueatra la poblaclon en uiJfllonea de habltantes 
arrojada por-cada censo deade 1790 haata 1950. La tabia^mues- 
tra que la poblaelon en ^ 1790 era de 3.9 mlllones de' habltajitea. , 
Esto slgnlfica q\ae habian 3,900,000 (3.9.x 1,000,000) habltantes 
en los Eatados Unldoa en eaa €poea,, ^Ea, ^ste un nilmero exacto o 
aproximado? La colunma- tltulada Porcenta:^e de' isreclmlento mueatra. 
el porcentaje de' qreclmlento ^de la poblacl<Sn durante el dee'enlo. 
precedente. ' • 

Tabla 13-2 

Datoa de la poblaclon de los Estados Unldos* 



Censo a 
ajlOG 



Poblacldn* en 
mlllones 



Greclraiento en 
mlllones 



Porcfentaje de- 
crecimiento 



1790 
1800 
1810 
1820 

r83p 
l84b 
1850 
i860 
1870 
1880 
1890 
1900 
1910 

'I920 
1930 

.19'^0 
19S0 



3.9 
%3 
7.2 

%^ 
12.9 
17. 1 
23.2 
31.4 
39.8 
^0,2 

6a. 9 
76.0 
92.0 

105. 
122. 

131.7 
150.7 



1.4 

1.9 
2.4 

3.3 
4.2 
6. 1 
8* 2 
8.4 
10.4 
12.7 
13.1 
16.0 
13.7 
17. 1 
8.9 
19.0 



35.1 
36.4 

33.1 
53.5 
32.7 
35.9 
35.6 
26. 6, 
26.0 
25.5 

20.7 
21.0 
14.9 
16. 1 
7.2 
14.5 



•De los Resumenes Estadlatlcoa' de los Estados Unidos, 1956. 

EJeji^clcloa 13-I 

1. i,^ea alguna tendencla general en lbs datos que se muestran etn 
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f 



2, qu4 d4caaa fue mayor el porcentaje de -creciralento? De 

.tiis de hlstori^a, i'corwces alguna razon para, esto? 

iEn QU^ cL^cada fue mlniaio el pos^eentaje de' crecliniento? 
iPuedea expllcarlo por la hlax;oria qve hae eattidladdt ' ' 

4. El haiibre en^Irlanda oourri<5'en los aftos l845, 1846 y 
l84T. i06mo af6ct6 a la poblacicSn de los Estados Unldoa? 

5. iC5ual f^^e el Jjorcentaje de crecimlento de la poblacion deade 
i3T0 a i380? • . ; . 

6. Dlap6n ioa- algulentes datos en un orden loglco.' Las. call- 
flcacion«3 de loa estudl^antes en -una prueba de uiatera^ticas 
rueif^n: 72%, 80^, 77%, 95%, 84^5, 61^^ .98^, ?5^, B0%, 
67%, 77f*, B3%, 759s, 88?6, 915^; 7Q%,'-Btf y 86^. 

Utlllsa un alsianaque u otra fuente- de referenda para onc'ontrar 
la Iniojiviacldn que necesltes en loa problemaa. que slguen. 

7. Has una llsta de la poblacidn de la cludad mas grande de tu ^ 
• estado para los aftos 1900, 1910, 1920, 1950, 19^0 y 1950. - 

(Refierete a la cludad en que vlvea si es baatante grande 
como para aparecer en las listas de poblacion, o si puedes 
encqntrar los datos, ) « ■ . • 

8. (a) Haz una liata del nifeero d^ inndgrantes a los Estados 

Unldos durante los afloa oomprendldos entx^e 1955 y - • 

1950. ^ © 

(b) Dlapdn ICS n\jraei*os d\ la parte (a) en orden de menor 

a^ayor. 

9. Kaz una llsta del nxSmerd de automovlles" vendldos po-r los 
fabrlcant'es de los Estados Unldos en ca'da uno de los 
algulentes aiSos:'" 191O, 1^15, 1920, 1925, 1950, 1955, 19^0> 
19^5, 1950 y 1955.' 



ier!c 



"15-2. Gr)$^lcaa de aefflientoa . 

Lbs datos de que hemos hablado en la liltlma seccl<5n se 
repreoentan' frecuenteiriente "dlbujando una flgura". La! "flgura" 
para los datos de "la tabla 15-2 ■~1ae"ve"e^^^ 

i 



POBLACION m LOS ESTADOS UNIDOS 
1790 - i960 
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CENSOS ANOS 

Plgui^ 13-1 



13-2 • ' ' -58^- * " . . 

'*flgur&" ae llama glr'eLflca de aegmentos , como probablemente sepaa. 
Tales graflcaa se hacen habitualm^nt^ sobre papel buad?ic\alado 
coTOQ el que ae r.ue8tra-.en la flgura Las gp^flcas seg- 

mentoo "^e uaan para m9strar los camblos e;n al'gun arti^culo. 

Se uaan", como rectJas nuin<Srlcas» una recta horizontal y otra 
vertical.' En la figura. i3-r. la recta .ftorizontal se Vtlllza 
pafa indie nr tlempo^ Obaerva que cada perlddo de dlez aftos esta 
repr^sentado per 1^ misma dlstancia a lo IhTgo la recta* La 
recta vertical indica el niamero de habitantes* ^Cuantos habi- 
tantes representa cada unldad? Esta|5 dos reotas Be llaman^ 
rectaa de referenda de la grafica* Eaiaa mueatran laa escalas 
utilisadaa. para dibujar 1^ grdflca/ ^ * ^ . 

iTendrXan algun sl^lf Itfado los ^nmeroa de ias escalas si 
^staa no tuvieran nombre? iServirla par§ algo lana grafiba que 
no tuvlera tltulo? Una buena graflca debe tener un titulo 
claramente escrlto, 'que especdflque la Infonnaciin, y bus es- 
calas deben tener sentldo compile tb y del?en aer faciles de leer. 

. Cada punto de la graflca en la flgura 13-1 representa la 
pob5.aci<5n del" afto cuyo numero esta en la escala* horizontal 
exactaraente debajo de ^ae punto. Para cada purHjo, la poblaci6n 
se lee trasando una recta perpendicular deade el punto a la 
efscala vertical y leyendo el numero en ella. . Lob n^lmeros que 
ae uaan en las graf leas son habitualmente aproxlroados, de 
raanera que el nilmero qbe ee lee en un puiito cualquiera es tambi^n 
un. ntSmero aproxlmado. Para construir ^a grdf ica, se marcan los 
puntoa que r^epreaentan la poblacitSn para <?ada aflo del censoj 
luego eatos puntoa se unen medlante segmentos- de recta* Ias 
segmentos entre dos puntoa conaecutlvos dan estlaiaciones de la 
poblacidn entre eeos dos afios del censo. Slrt embsa*gb, no hay 
seguridad de que eatas estliaaclones aean exactas, pues los 

oambios pueden haber aldo mds rapidoa en una ^poca que eji otra. 

r 

PreguntaiS para anallzar en ^ claae 
Uaa la flgura 13-1 . J^ara responder fi las preguntas. ^ 
1. ^Ha crecldo la poblacitSn entre 190O y 191O mds que entre 
1800' y l^iq^^ ' 



8, iMucsatra la graflea un decrec^ialeV.to <3ie la poblaci8n en algUn 
perlodo de diez anoo? - ♦ ' • * 

3« SI Ipi. poblacida entre l8lO y l820 h\jibiera aido la mlsma, 
icdmo se notarla esto en la grdflca? ' • , • 

4. 'iCual e^a la -poblacldn aproxlmada en 19^5?". 6Y"en l895^ 

iEn cu&nto ha camblado eaa poblacl<5n entre* los 50*" afioa que 
Indican es^ejpLS fecKaa? . ^ - r . 

5, Si la r^itilacl6n crece al mlsrao rltmo de 3950 a I960 qxie 
de 19^*0 a 1950 (si la gr^flca sube en linea recta de 
1940 a* i960)., icual* sesr^d la poblaoldn en i960?. Esta por- 
cl^n de la-^graf^ca se Indica por llnea de puntoe. *Puesto que 
ae conoc^ el ceneo de i960, compara el reaultado del cenao 
con tu respuesta, * ^ • 

CQiiatruccl6)a ^ de gyaflcaa llnealea , 

•Cuaiido ae dilbujan ^raflcas, lbs detallea ae p^^Q^^an antes de 
ppner la primera marea en el papel, Obserya la infoi^acl6n que^ 
qulerea repreae^^tar y el eapaclo que tlenea dlapqnlble, - Beja 
espaclo suflclente pai?a el tltulo para lae marcas' de las eecalae* 
Las grdfloas resultar> mejor* si todaa las palabras ae escriben con 
caracteres de Imprenta en vez de maroascrltas. Las grAficae deb«ni 
fr tan grandes como el * spaclo lo pertnlta* Traza las reotas con 
^gla, y dibuja un marco para dar a la grafica aspecto de acabada* 
Las graf icaa lin^lea requleren el uso de escalas. El iiiayox* 



iproblema para construlr una gr^fica es elegir la escala que hay 
que^ utillEar* Hay maner^s *de saber culaito debe representar cada 
unidad: si se usa papel de graf leas, los cuadrados del papel 
marcsui unldadea convenlentes. Como ejemplo, usemos los datos de 
la tabla 13-2* Cuenta el numero de censos entre 1790 y 196b« 
Gojno hay 18, la grafica debe tener por lu menos 17 unldades 
a lo l^go de la escala horizontal* (iPor qu^ se necesltan a<5lo 
' 17?) La escala horizontal comlenza sl^pre al extreroo Izqulerdo 
^de la' grafica y en eae pun to se pone un n^Jmero* SI hubiera 
unldadea d^sponlbles para*, usar en Is^ eacala horizontal » ,^qu4 
podrias hacer? Cuenta los ouadrados a lo largo de la eacala 
horizontal en la figura 13- U En eeta grifica se han wsado dorf 
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ouadradoa para ca<aa oenso* ^ 

i» ♦ * 

Ahcra, obeerva la escala vertical* Representa el ntimeiro 
rfe inllXones do habltsjmtes do la poblacldn en los Esta^ioB Unldoa. 

,De'la tabl&'lj5-2, toma- el mayor r.\lmero de pei^^onas que neceflltas 
repreaen'tar en la grafica, A2h,tss ds trabaj^ir con los niimeros de 
,esi;a tabla se loa puede redbndear con la aproxlmacldin de un 

*milldn» Cuenta el numero de unidadea deade la escala horizontal 
haata' el exti^mo superior de la escala usada, (En la parte 
soAperior deja eapaclo suf Iclante para un tltulo* ) En la flgura 
15-1 hay yj unldades diaponlbXea a lo largo del aja vertical^ 
y el mayor numero de liabitantes as 151^^00^000, Divide el . 
numaro de habitantes por el n^ero do unj^dades dlsponlblea* 
En ocfte ejemplo el coclente rosulta ser el en^ynneL nxSmero 
^^31^^285 y todsg/la hay un^ resto* acuerdo con esto, cada 
unldad deberla representar * .31 H,286 habitanbeaj p^o serl^a 
muy dlflcll trabajar con este^n^imero^ Cada unldad de la eaoala * 
vertical debe representar el nupiero mds , convenlente que exceda al 

^cocidnte, Kn este case, cao^ unldad representa 5,000^000 ^ de , 
Katoltantes*! ^Por qu4 debe ser el nun^ero utlll^ado ]para esta 
unldad mayor que el ^cocjfente? . 

iE3;*a necesarlo efeetuar toda la dlvlaldn anterloi*?^ Gcano * 
usarempa ni5rneroa aproximados para la grdflca, la division puede 

, ser tambl^Ti ^prdximada. La poblacldn iia aldo redondeaela cori la 

^ * 

.^jtfjiminiacldn de un inilldn.- Basta efeetuar la dlvial<5n s^lo* 
hasta que el coclente Indlque el numero ralllones. Ahora el 
pi*oble.*aa ea ffc;il. * 

no 

I El res to de laa clfras no Inter^^san^ pues *el niimero usado ^jjno ^ 
unldad debe ser mayor que el coclente* • » 

Laa grdLricaa quedan mejor preaentadaa al se numeran adlo* ' 
fas llneas de las* escalaa que baaten para hacerlas facilmente 
JLeglbles^ . 



I 



EJerclolos 13^2 ^ ^ 
U Hall^^^l nuiaero qua laetie representar cada lunldad en cada uno 
de los oaaos slguleYites: ^ 

Numeji^ da cuadra'Jos . • Maximo ntSmero 
dlsiJtonlblea ' a rept*esen*ar 

' «(a) ' '20 • * ' ' ^400 

(b) .20 475 

^ (c) • 20 ^ • • 175,000 

'(d) y * >5 ^ • 940 ■ : 

(e) 27 >^ V, 2,465, 100 '"^ . 

2* Construye una gr'flca de^aegmentoa para representar los datoa 
que 30 dan en eata tabla: ^ 

N\5mero de ^studlantes de la Eacuela Franklin de Primer 
Ciclo Secundario durante "los aHoa 1952 - 1957 
4952 — 86 . 1955 — 196 

. • \ '1953 — 130 , * 1956'^-- 235 
' 1:954 ^— -164 ' 1957. -J. 254 

3.^ Construye urra grafica de segmentos para representar los da.tos 
de la tabla 13-3. ' ^ • . 

Tabla* 13-3- ' * - . 

'" ' .... J , — I.. J , I- I . Il l i .^.«-ii » n.. i.. .. . ..i„ , 1 11 ,, . . .| ,, „ I.I » . . . 

.Votacion popular" en millones de votofi para los candidatqs 
preaidencialea us "loa Eatados Unldos 1928 a 1956* , 

Afto . • Partfdo Republlcano Parfcido-^m^crata 

1928 " 21.4 * 15.0 

1932 15.8 . 2I8 

193G • . 16.7 27.5 

. 19)0 * 22.3 26,8 

19^5. • 22*0 24.8 

19^8 • • . 22.0 . 24.1 

1952 33.8 . 27.3 

1956 - 35.6 .25.7 

Observa eatas Instruocionea: \ 
(a) ^En la raisma gr^fica dibuja .una llhea quebrada' para el 
partido Republdcano y otra {)ara el partido Demdcrata.' 
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' (.b) Bu3ca en tus llbi^s o <5n alguna otra parte el noinbre del 
president© electo y el norabre del Candida to derrotado en 
cada eleccioR. 

(e) Utlliza las tablas 13 -2 y 13-5 para hallar el por- 
centaje total de la poblaclon que vot(5 por cada uno de 
I08 candidates en la eleccldn de 19^0. 

4. Construye una graflca de se©nentos para los datos del 
problema 7, EJerclclos 13-1* 

5. Construye una graflca de segmeiitos para los datos del 
problenia 3, Ejercicios 15-U 

'^). Construye una graflca de segmentos para los datos del 
probler.a 9, Ejercicios 13-1. 



13-3. Graf leas de b arras 

La tabla 13 -4 da el alumnado del septlmo grado que hubo 
en los Est ados Unldos entre los afios 1952 - 1959 y el alumnado 
probable para los af»os i960 - 1962. 

Tabla '15-^ 

Alutmado del septlmo grado en los Estados Unldos entrs 1952-1962 
Aflo Alumnado en miles 

1952 2,159 ^ . * 

1953 2,224 
19:^H 2,35^ V 

1955 2,5.21 

1956 * 2,586 

1957 2,599 

1958 . 2,707 

1939 3^075 

1960 *3,260 

1961 •3,30i. 

1962 *3,333 

•Alumnado probable para los aftos i960 - 1962, 

k 

t 

Los datos de esta tabla se represent an por la graflca de 
la flgura 15-2. Esta clase de graflca llama graflca de 
barras. Las graficas de barras representan coraparaclones entre 
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objetos semejarites. Los clatos que se dan para las graficaa de 
segmentoa pucdor. aer tamblen adecuados para las graflcas de barras, 
Los datos que representan camblos pueden aer conslderados igual- 
mente coino comparaclones entre con Juntos seraejantesj un numero 
asoclado con cada perlodo de tiempo se consldera, entonces, como 
un conjunlo de objetos semejantes. Hay algunos datos que son 
adecuad^a para las graficaa de barras y no lo sen para las graficaa 
de aegmentos. Un ejemplo serla una graflca que cdrapara las alturas 
de las 10 montaftas mds altas de Norteamerlea, En la flgura 13-2 
los afioi 3o representan a lo largo de la recta horizontal de la 
base y el alumna-do en millares se represents a lo largo de la 
recta verticil de la izqulerda. "Las barras se espacian a lo largo 
de la recta base de manera que la dlstancia entre dos barras 
cualesqulera sea la mlsraa. Tambien el ancho de cada barra #a igual 
para todas. En esta graflca particular, el ancho de los espacios 
y el ancho ^e las barras son iguales, pero esto no tiene por que 
aer sletnpre asl. El norabre de cada barra es el numero del aflo 
escrlto eth^erx base. En algunas grdficas, las barras tendr^ nom- 
brc3 que no son numerps. Cuando te propongas dlbujar una graflca, 
deja suficlente espacio en que escrlblr el nombre de las barras. 

El niraero representado por cada barra se puede leer en la 
escala vertical. Es el numero representado por aquel punto de la 
escala vertical que esta en la tnlsma recta horizontal que el ex- 
treroo superior de la barra. 

Al conatrulr graflcas de barras, sigue todos los princlplos 
que hemos dado para construir buenas graficaa. Trata de utilizar 
todo el ancho disponlble, Esto te sera posible porque e}. ancho 
de l03-" espacios puede ser diferente del ancho de laa barras. El 
nuir.cro lie represfenta cada unidad en la escala vertical se en- 
cuentra do la mlsraa manera que ,e^ las graflcas de segmentos. 
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ALUMNAIX) DEL SEPTIMO GRADO EN LOS ESTADOS UNIDOS 
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Plgura 13-2 



i960 necesltaba 
$3.25, icuinto se gaetd 

5 mlllones de 



Ejerclcloa 13-3 

1. SI cada alumno que curs<5 el s^ptlmo grado en 
un texto de raatematicas que costaba 
en total para proveerles lllDros a todoa? 

2. il^^ari"'^® Q^^ ^'^^ ®1 alunmado llegd a ser de 
alunmos? 

3. iEntre qu4 par de aflos consecutlvos hubo el m^ov camblo de 
alunuiado? Utlllza*la figura 13=2 para obtencr la respuesta, 
y luego consinta la tabla 13-^ pai*a ver si tu reapuesta es 
correcta. 

4. Dlbuja una gr^flca de barras para representar el nxSmero de 
personas muertaa en dlferentes claaes de accldentes durante 
1956, como se mueatra en esta tabla: 



ERIC 



2V) 



•4 



Accidentes en vehiculoamotorlzados 40,000 
Caldas 20,200 
IncendioB 6,500 
Inundaclones * 6,100 
Accidentes ferrovlarlos 2,650 
5. A continuaclon se dan las jnixlmas altitudes de algunos estados. 
Bedondea loa datos con la aproxljnaGl<5n de 100 pies, y luego 
construye una, graflca de barras. 

Alabama * 2,407 pies 

" Alaska ' . 20,320 pies 

Arizona 12,670 pies 

Arkansas . 2,850 pies 

California 1 4, 495 pies 

Colorado . l4,431 plea 

{lasta clerta ^echa durante la temporada de belsbol de i960, 
los equlpos de la Llga Nacional hablan ganado los partldos que 
se' Indican. Rspres^ntalos en una graflca de barras. ' 
Pittsburgh 64 • San Pranc.lsco 51 

. San Luis 60 Cincinnati ^ 46 

Mllwauk. - 57 Flladelfla 42 

Los Angeles 56 Chicago' 59 



13-4. Graf leas clrculares 

En la f Igura 13-3 se muestra una graflQ^ circular. Tal 
graflca b«? 1 sa para repreaentar las relaclones que tlenen entre • 
si las parttj de un todo, y entre el todo y cualqulera de sua * 
partes. Esta graflca muestra los porcentajes de sus ingresos que 
una famllla gasta en allmentos, ropa, alquller y gastos varlos, 
y el porcentaje de Ingresos que ahorra. * 



^ % COMO CASTA UNA PAMILIA SU DINERO 




Pigura. 15-3 

La famll4-a gasta 30 por ciento de sub Ingresos en allmentos, 20 
per ciento en i^opa, 20 por clentb en alqiiller, 20 por ciento en 
gaetos varios, y ahorra 10 por ciento^ El ijigreso total de la 
famllla se reprefeienta por el area del clrculo. El radio* del 
cdLrculo ea arbltrario y se escoge de tal manera que quepa en el 
espaclo dlsponlblej pero que, al ralsmo tleiupdj permita dlstlngulr 
con cxaridad las partes en ,ue se ,a.viaa aio^o olrculo. 

Para repreaentar^el 50 por olento de los Ingresoa que la 
famllla gasta en allmentoa, necesltaremos 50 por ciento del ^ea 
del clrculo* Para obtener esta area^ comenzamos dibujando el rayo 
0?1 maroando <Jon la letra. A la intersecclon del rayo con la 
circunf erencla* * Sabemos cdmo dlvldlr la clrcunf erencla en 560 
partes IgualeSj^ dlbujando 560 angulos de 1 grado, todos con 
v^rtlc'e en^ 0* Treinta por ciento de 56O* ea 108*. Si se 
coloca el limbo, gradu ado a lo largo de Ojt con su v^rtice cblo- 
cado en 0 y la marca de ^ 0* aobre 0^ entoncea la marca de 
IDS'"*' cacra en el rayo oS. El ^rea liiQltada por la curva: cerrada 
0AQ3 ea 50 por ciento del area del clrculo. En conaecuencia, 
el interior de la curva cerrada OAC^B repreaenta la parte^^^de^ los 
Ingreaoa que ae gaata en allmentos* 

iQu^ porcentaje del area *df 1 circulo repreaenta los alqulleres? 
Velnte por ciento de 560"* ea 72* • Colocando 'il limbo graduado 
a lo largo .de OB con la marca del v^rtlce en 0 y con la marca 
de 0* sobre oS, la marca de 72* deterrainard el rayo 0?. 
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Contlnua (Je la misma manera para determlnar las dreaa que repre- 
sentan ropa, gastos ^arlos y ahorros. 

SI el Ingreso neto de la famllla es ^^6,000, ^cuanto gasta 
en allmentos? AGuarito ahorra? \ 

En clerca eacuela hay 480 alunmos. Al medlodla 8o \. 
aluinnos regreaan a su casa para almorzar, 120 lie van su alinuerzo' 
-y 28o compranv almuerzo en el comedor' de la escuela. La gr4- 
flea Circular de la figura 13-4 muestra la manera como '^e 'repar- 
ten los alumnos a .la hora del almuerzo. Antes de conatrulr la 
graflca circular hemos tenido que Hallar que porcentaje o qu^ 
parte fracclonarla de los alumnos van a su casa para almorzar, 
•q\x4 porcentaje o parte fracclonarla llevan su almuerzo y qu^ por- 
centaje o parte fraccionaria van al coraedor. En la tabla se 
rauestran estos porcentajes y fracclones. 



Niioiero de alOnsnos 

Vuelven a su casa 30 

Llevan el almuerzo 120 

Corapran el almuerzo 280 

Total 430 



Parte fraGclonarla 
del total 

o 
1 

7 
1 



Porcentaje- Grades 



16| 



25 
100 



60 
90 

210 
560 



COMO AIMUERZAN LOS ALUMNOS 




Figura 13-4 



Para hallar el numero gradoa de la curva AB, tomamos ^ 

360' 5' obteneTROS ^Oj el n\5mero de erados^ de la curva BC se ,^ 

encuentra tomando " de 360 " y se obtlene 90; finalm^nte, para ; 

obtener el ntimero de grades de la curva CQA ae toma de 

360, y se obtlene 210. . . 

E.1erQ.lGl03 I3~j^ - , . 

Conatruye una grafica circular para representar la Infor- 
raacldn dada en cada uno de los sigulentes problemas. Construye 
una grafica para cada problema. Redondea los anguloa con la ^ 
aproxlmaoion de un grado. ' 

1. En 19'^9* ar encontr<5 que los- accldentea relacionados con la 
eacuela, "que afectaron a los aluimos del a^^ptlmo grado ^en loa 
Eatados Unldos, ocurrleron corao ae indlca. (Las clfras .que 
se dan son muy proxlmaa de las realea.) . - 

60 pqr clento de los accldentes ocurrleron ep los 

edlflcios escolares. 
30 por clento de los accldentes ocurrleron en los 

campos dejiortlvos escolares. , • . . ^ 

10 por clento de loa accldentes ocurrleron en el 
caRilno de Ida a la eacuela o de regresp a la casa, 
^2. En ■ 195'^ las clfx 3 (nuevamente, muy proxlmas a las reales) 
de loa accldentes del problema 1 fueron las sigulentes: 
3u por clento de los accldentes ocurrleron en los 
- ' edlflcios escolares. 

S^t por clento de los accldentes ocurjrleron en los 
car.pos deportlvos escolares. • . . 

10 por clerto de los accldentes ocurrleron en el 

caiaino de Ida a la escuela o de regreso a la casa. 
3. El Club Teatro ha recaudado fondos con que comprar cortlnas 
^iestinadas para su ©scenario. Un 79^- del costo 2 las cor- 
tlnas se obtuvo de la venta de boletos para una serle de^ repre- ... 
sentaclones escolares. Aproxlmadamente \€% de los fondos ^ 
pixjvlno de la venta de programas, y el 55^ restante se gand 
vendlendo bombones. 
k, Los alumnos de la Escuela W*?flhlngton de Primer Clclo Secun- 
darlo hacen vlajes mas o menps largos para aslstlr a cjlase. 
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El 50^ de ellos vlven a una dlstaJioia no mayor de una milla 
de'la escuela; aproxlmadamente viven a mda de^tina milla, 

pero a menoa de doa.mlllaa de dlatanciaa y 22^ tlenen sua 
caaas a dos o maa mlllas de diatancla. 



13-5« Slntesls de loa dato& 

Clertas infoOTaaciones pueden determlnarse fdcilmente mlrando 
los .daios tabulados. Sin embargo, algunaa veces, 3^aa tablas f»e- • 
aultan confusaa cuando tienen demasladoa dates. En estos Gasos 
suele ser rnejor descrlb^r los datos. utlllzando uinos pocoa niSineros. 
Suele ser inuy \itil ia determlnacldn de un prorrateo del conjunto 
de los nuraeros que ae conslderah. ' ' . 

iSabes c<5rao efectuar un prorrateo? Lo has hecho haoe a3,giin 
tlempo, pero ^sabes que hay varlas claaea de prorrateos? 

Media arltrr.^tlca 

Ciiandp efectuas el prorrateo de .un conjunto de datos num^rl- 
coa aumandoloa y luego dlvldiendo la suma por el numero de datos, 
hallas un numero que se eraplea corao representante de los n\Smepoa 
dol conjun6o. Este prorrateo tan utll; con el cual yd estda faml- 
llarlzado, ae llama media aritm^tica o media . (En este capltulo, 
todas las veces en que se use sola la palabra media ser5 para 
re: .Tlrse a la media arltm^tlca« ) ' ' 

Obaorvemos una vez.rads las estaturaa regis tradaa en la tabla 
13-1 que se reproduce a continuacrdn. ' Esta tabla da una lista" 
de las ostaturas, ordenaS^s de i^ayojr a manor, de- l5 alumnos. 
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Tabla 13-1 

Eataturas de 15 alumnos del sep tlroo grado 
p^sxmno . Sstatura en p^tlgadas 



1 
2 

3 
if 



I? 



63 

61. 

c • .61 
§ 61 



5 



60 

9 * 5t 



15 



52 



. Para deacrlbir eate conjunto de datos, ipodemos encoatrar 

un ntlmero que alrva para repreaentar todas estas medidas?. Un 

*n\amero tal podrla ser la media arltm^tlca. Para eata tabla. Xa 

^« 3uma de laa alturaa &Vi „ ^Q. Eata medlda, 
• estatura redia ea ' nV&nero de alumnos - ^ 

comunmente U3a</a, se puede calcular sin necesidad de dlspbner los 
datoa de u'na manera especial. 

Promedlo . ^ 

Otro raodo de obtener un niMero que represente a los niSmeros 

de un conjunto de datos es hallar un numero tal que la mitad de 
los nimeroa del conjunto aean'mayores y la otra mitad menores 
que el ntimero hallado* 

£1 promedlo'^ de .un oonjunto de nuiheroa es el numero sltuadb 
en la roltad del conjunto cuando los raSmeros de eate conjunto se, 
dlsponen en orden creclente o decreclente. En el conjunto de las 
eataturas de la tabla 13-1 el ntSmero que esta en el medio es 59- 
fiste es el promedio del conjunto. • La mitad de los numeros son 
mayores que 59 y la otra mitad son menores. Siete alumnos 

' tlenen eataturas mayores qie 59 pulgadas y siete tienen estaturas 

. menores que 59 pulgadas. 
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Si el niimero de elementcs del conjvnto es par, no hay ntJroez»o 
medio o central. Entonces, debemos deflnlr el promedlo en ea*-,e ' 
caao* SI hay un nmae^ par de eleraentos en el con Junto, el j-roinedlo 
ae toma generaliTi^nte como la media de los dos numeros centrales. 
Por ojeraplo, en el conjunto de roJimeros 8, 10, 11, 12, i4, i6, 17, 
19 lo3 d03 mlmeros centrales son ' 12 y l4, Ei promedlo ep 13, * • 
Qu4 es la media de- 12 y 14, a pesar de que no esta en, el conjunto. • 
Algunas vecea hay varies miroeros que son Igualea al promedlo. El 
conjunto de califipaciones fSL- 13, 15, 15, 15, ' 15, 16, .18, 19, 20 

- tlene 10 nuraeros. Los dos n^taeros centrales son dguales a I5 
y, por lo tan to, el promedlo "efe" 15. Pero los niiweros tercero y 
cuarto son tarabi^n 15, de .maniira que 15 no es un numeito tal que , ; 
5 de 1^3 calif Icaclones sean^raenores y 5 sean mayores que 41» 

En el conjunto de salarios ^2,0^0, ;f2,100, $2,500, ^2,400, . 
$2,500, J^2,600, ^2,700, $2,700, $2,700, $3,15.0 el salarlo pro - ' * 
™ medi.0 es $2,550. La media arltm^tlca es $2,520. El promedlo y . ' 
la me(Jia aritm^tlca son aproxlmadamente Iguales. Sin embargo, si 
el mayor salario hublera sido $5,150 en lugar de $3i15D, la . ' ; 

media arltm^tica seria $2,720, aunque ei promedlo contln\Sa alendo 
$2,550. Esto e^tpllca que la utilldad del promedlo para descrlbli^ - 
un conjunto de numeros se funda frecuentemente en el hecho de que 

. un niaroero (o algunos numeros del conjunto) no fcifectan al promedlo 
en la ralsma proporcldn en que afectan a la media aritmdtlca. 
V Modo 

♦ 

iOu^ estatura aparece mas veces que las otras en la tabla 
13-1? iCuantos alumnos tienen esta estatura? Bsa estatura se . • 

llama el- modo . 

Eh conjuntos tales como los numeros naturales '1, 2. 3. 4. 
5, ... ningun numero aparece mds de una ves. Pero en^un conjunto 
de datos, un numero o varlos numeros >pueden repetlrse varias veces. . i 
Si un numero aparece en el' conjunto de datos mas frecuentemente que 
ningiin otro n^imero, se le llama modo. Puede haber varlos modos. 
En la tabla 13-1 habla exactamente un modo: 61. En el coa Junto 
de sueldos $2,050, $2,100, $2,300, $2,400; $2,500, $2,600, $2,700, 
$2,700, ' $2,700, $3,150 el modo es $2,700. Pero en el conjunto 
de callflcaclones 19, 20^, 21, 21, 2t, 24, 26, 26, 26, 29, 30 hay ' i 

25;: ■ " • : 

IRJC ... . ,^ 



dos modo3: 21 . y 26. Si hublera habldio una calif IcaciiSn rnda, 
por ejen«>lo do" Z\, en eate' conjunto, ^ icua habrla sido el mddo? 
Si en la tabla 15-1 el buod^cliao alumno hubiera tenido 55 pulga- 
daa de estatura, icdmo habrla afect^do eato al laodo? 
■ EJerolcipa 13 -5a * * 

1. H^lla el modo de la siguiente liata de callficaciones: 
7% 9^, 85, 8i, 7*^* 85, 91, 87,^ 69, 85, 83. 

2. Para las calif Icaciones del problema 1, halla: 
^.(a) La media, . M El promedio. 

5. Unos empleados hen Vecibldo los sigulentes oxjeldos anuales: 
\ $4,000, $6,000; $12,500, $5>000, $7,000, $5,500, $4,500, 
$5,000, $6,500, $5,000. 
(ai H^lla Ifi niedJLa de los datos. 

(b) "iCudntos sueldos son mayores que la media? 

(c) iCudntos sueldOB son menores qtte la media?" 

(d) iTe pai-ece que la media es ima buena manera de describir 
el aueldo tipo de estos empleados? 

(e) Halla el promedio del conjunto de datoa. 

(f) iTe pareqe que el -promedio representa })ien estos datoa? 
4. ' A cont.inuacl6n. se dan las temperaturaa de cier.ta ciudad, en 

grades Fahrenheit a las 6 p.m. durante un perlodo de dos 
' aemanas;^ 4?, 68, 58, 80, 42, 45, 68, 74, 43, 46, 48, 76, 48, 
30* Kali a: 



(a) La media. 



(b) El promedio. 



Agrupacidn de loa datoa 

Si estuvieras haciendo una lista de las- estaturas de un 
rfumero nrny grande de alumnos, podrla resultarte enojoso anotar 
separadamente cada estatura. Te resultarla mds pimple agrupar 
I08 numeros .de. esta manera t 



Estatura en pulgadas 
62-64 

55- 61 

56- 5^ 
53-55 

^7-^9 



Numero de alumnos 

12 

17 
42 

57 
14 
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Para hallar el i.rometllo, averigua primers el nUmero total de 
aiumnos y dlvldelo por E./s I& suroa de 12 t- ir + ^2 + 57 + 35 + ^i^ 
«3 171., y -jr-i ST-g-, do manera que el alumno que esta on el medio, 
sord el 88 eslmo (occog^almo octavo); eontado de arrlba hacla 
abajo o de abajo hatila arriba. SI contaraoa desde arrlba, 
12 + 17 i- » TJ, necealtamoa^ t7 m^s p4ra comple^ar 86, SI 
del grupo de i;oraai^3^ ^4 radis; encontramoa el prdmedlo, Puesto 

que la 88 ealma (octpgesjlma octava) persona estaba en ese giwpo, v 
decimos que el prom- dio de laa cataturas del grupo completo 'de 
aluiyics esti entre y 55 pulgadas. ' Como la '88 4aima persona 

Apareee antes de pasar el pun to medio de tal grupo contando hacla 
abajo, podrianoo declr mejor.iue el promedlo de las estaturas esta 
raaS cerca do i"" 4ue de 55, 

Para verificar nuestro trabajo, contamos de abajo hacia 
arrlba 88 personas. 33 « ky, Kcoesltaraoa 4i personas 

mas para llegar a i3, lo ^ue nos lleva a la parte superior del 
grupo de t, como hemos encontrado cuando cont^bamos deade . 
arriba. . rrucvor.ente liallamos la 88 ^alma persona dentro" del grupo • 
de ^.?, cuya .-stacura esta entre 53 y 55. Entoncea el proraedio 
de laa estaluras del £:njp9 esta entre t.3 y 55 pulgadas. 

Ejerciclos i3~5b • 

1. Da un e.lemplo de'datos que 'el director de tu eacuela prefe- 
rlrla t.mer en grupos y no .en numeroa -separados. 

2. Hal la ol promedlo de las slguicntes grupos de edades. iCudl 
OS el promedlo de las edades? > 

Hdrtdoa -n auos ' Jhiciero en el grupo V 

•d7^Z^ . 3'5 

i:-iT 94 
^"V 73 

3. yaarjdo intervalos de 5, a sa;ber 50-5^, 55-59, etc, a 
90-9**, halla el promedlo, agrupando los sig^jientes dates de 
temperaturas: 74, 73, 91, 68, Qk, 75, 76., 80, 77, 68, 72, . 
71, 66, B:>, 74, 55, 72, 50, 63, 71. Marca una columna con la 
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palabra "temperatura" y o^ra colurana con "frecuencla". . 

«. 

l>lapera3.<Sn . ' . 

Latnedla aritm^tlca, ' el modo y el promeaio son prorrateos, 
Caaa xino-de ellos.is tjina medlda que noa da una idea del tamafto 
de las medl'cionea, y puede aer conalderado. cowo un numero repre-. 

aentatlvo o tipj.co. 

SI queremos resurolr ^n conjunto* de dat-oa, podemos hacerlo 
exactamente con dos YixSmerosl tJno de los nuneroa sera un prorrateo 
(media arita^tlca, modo o promedio) para dar^ios w noclon del 
tamaRo del elemento tlpo. El niimero deb«5 darnoa una medlda 

de c6rno ae diferenclan los datos de nuestro prorrateo. Suponte 
que .quereinoa reaumlr eatos dos con Juntos de.nUmeroa: 

•A - {'^0, 50, 603 ' ^ ' 
B » {J^9, 50, 50 ^ * ' 
La media y el promedlo del conjunto A son* los mismoa que la 
media y el promedlo del conjunto ^B, pero los n^meros del con - 
Jjmto B eatran menos sei^ados 'que los numeroa del conjunto A. 
Una manera de medlr esta^'separacidn" 'o "dl3per3l<5n\e3 hallar ^ 
la dlferencla entre los numeros mayor y raenor d^^l conjunto. Eata 
diferencla se llama el rango. El rango de los niimeros del con^- 
junto. A es 20j el rango de los'n\Smeroa del conjunto B es 2. 

Podemos ahora describir el conjunto A como el conjunto de 
loij' numeros ci^ya media ea 50 y cuyo raAgo es 20. Eatoa doa 
numieros nos dan una brevfe descrt.pcl6n del conjunto. Podemos. 
describir las estaturas dadas en' I4. tabla 13-1 para loa alumnos 
^del s^ptimo grade dlclendo que' su media c- 58 pulgadas y su 
rango es 15 pulgadas. • Con eeto podemos ix'x 'nar que la medldT" 
de las estaturas eata alrededpr de 58 y • Jna medida de la 
diferencla de las estaturas es 12. ; • 

Otra medida de la 8eparaci<5n o diaperaidn de un conjunto de^ 
lyfimeros es la da8viaci6n media. * i>ara hallar la deavlacion media 
• 'debemos primero hallar la' deayiaci6n diferencla qne hay entre 
cada ntimero y la-medi.a aritifptica. 



Conaidera el conWtS^^e numeros 4, 8, 10, 4, 5, 4, 7. 
iCual es la media' da este conjugnto? iCual es la diferencla 
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entre el mayor numero de est© conjxanto y la raedla? 
Laa desvlacloriea de losnwiperoa de ester conjunto re spec to de la"^~ 
medl'a aon 2, 2,. 4, ,2, 1, 2, 1, Estoa nUmei^os noa Indlcan c^mo- 
•ae dlapersan, o* separan, los nxlmeros del ccmjunto respecto de la 
media. La deaylacldn media ea la media «irltm4tica de estaa des- 
viaclones. Stemando 'la media de 2, 2, 2, i, 2, i* obteneraos 

. - . t , A ,,. t . I ^ ? .1 . 2, Utlllcemos .esta medlda, la des- 
vlacidn media, para descrlblr otro-conjunto de datos, * / 

^ Loa Inlsreeoa to tales del goblerno federal en los aftos 1945 - 
1955 fueron asl!: ' ^ 

Desvlaclonea 

Aflo Billones respecto de la media 

19^6 • ' 44 11.5 

19*i? . 10.5 

. , ^ k6. , 9.5" 

19^9 . . ^3 12.5 

1950' ' 4i 1if.5 : 

1951^ ^ 53 2.5 

1952 • 68 ' 12,5 ^ 

1953 ^ 73". 17.5 
195^ - 73 •■ 17.5 

- 1955 ■ . Ji 13.5 

. ' .Total 555 122.0 

La media arltm^tic^a de estos Ingresos es el cot^, 555, 
dlvidldo per 1O-, es declr, 55.5. (555 y 55.5 representan . 
billones. ) ^ . ' 

»->Nj La tercera columna muestra la deaviaclon del Ingreao de cada 
oiHo xeapeeto de la media, 55.5. ' . * 

La media de las desvlaclonea ea, 122 dlvidldo" por 10, "es 
declr, 12.2. " ^ > 

Ahora podemos condensar la Inforraacidh de la tabla dlclendo; 
Los Ingresos del goblerno federal en los aftos 1946 - 1955, 
^tuvieron una media de 55* 5 billones 'de ddlarea y una deaviacldn 
media de. 12.2 billones de ddlarea. 



' SJerclcios 13-50 

(Las prlmeras tree pyeguntas de estos ejerclcloa se refleren 
a los datos de >os" Ingresos del goblerno' federal en 19^*6 - 1955.) 
1. iEn qu4 aflo o" aftos fue maxima la desvlacldn? 



;Kn »iue :^t\o o ar*03 fuc minima la desvlacion? 

Halla la m^MJi:^ y la desvlaclon media para los artos 19^^'^ - 

l:alla> -^^r, la -CilDroximacior Je ura declma, la media y la 
dosvi^ci^n n»Hiia d*:^ las sicui^ntcs oalifloaclones:. 85^ 82^ 
.^H, 90, dA, 60, 8a, 8^ y 85, ' 

Halla la rnv-iia y la cjesviaclon raedla de laB calif icaciones 
(del misrno ^xauTen, pero en otra clase) : 94, 8^, 68, 98# 
70, , y sr^^ 

Otixv 4r.*'-t:;do para ?alc.ular la rr.edia' arltmetica se muestra en 

Ej^^nplo , CalcuXi la r»odia aritmetica de esto conjunto de 
caliricaciones: lO, 11, 1:5, 1^., 19, 20, 21, 21, ^5. 
Comoniiamos t:>n;a:.do un numero razonable como media* Suponte 
^lu-:^ optriroG por ir* En seguida hallamos la desviacion de 
cada eali:*2 a-i.U6i. uol conjunto reapocto de l8, 

>ili :'i^-ioion-a * Desviaclones roapecto de 18 

5'. 7 
! 

.v..:-.a Ian desvlacionc^s para las calif Icaclones 
r.-K :r«/i:; r> 2^. La 3ur»a correspondiente a las 

d- ;J a -1 3 las calirioaclonoo mayores que i8 es 1^. 
Tor.an.co la Jir>reneia 2 5 ^ \h ^ y la divj^dimos por 9, 
J I nurn^ro ao calirlcaciones : 9:9=1. Como las 
desvlacio?*ea respecto de 18 eran mayores para las calif i- 

}':e yi^, rt-at;amo3 1 de Id para obteher la media correcta: 

I til lira ^*1 rtietodo del ejcmplo anterioi^ para^ hallar la 
media del siguiente conjunto de calif icaciones i 40, 4^, 44, 
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: La m«i(jla, pivmeUlo y el modo, para un eon Junto de datos, 
s.> llar.an r.'.>tildas *-endt»ncla centr . Se Ics da este nombre 
•por ju«i caoa -^na -do cllas uci nur.ero haola el oual los datos 
Ti'^jn'Oen ^' :or.vr3ll2ar£:c"\ Todas estas medldas de tendencia 
central av iluatrar. er. el sigulenie con Junto de sueldos de 12 
personas y en la gi^afice. de-la figura 13-3. Suoldos: $^,000, 
^K,[m, 44,vOO, 4:.,000, ^1,000, $i,000, $3,250, $5,250, $5,^50, 

$«• ,2-0, .1 .-.no, 

wTJKLL'-aC DE UN GKUPO 3ELECCIONAD0 



NUMERO DC 
SUELDOS 




4,000 



MEDIA 5flAZ 
PROMEOlO (y25 
MOOO 5,250 



6,000 



Pigura 15-5 



13-6 -60'*-" 

Calculo de la desvlacldn media respecto de la media arltm^tica, 
^5,OU2 (con la aproximacl6« de un dolar). 

Sueldos r>e3viacl6n respecto de ^5,042 

^ 500 .5^2 
500 . 5^2 



5,000 

5,000 ^2 



42 



5,250 



208 



5^250 208 

5,250 208 

5,2SO 20s 

' 6^ ^^58 



6*600 958 

Total $4,500 

^^^QQ = $375, desviacion media respecto de la media arltm^tlca. 

Rango: $6,000 - $4,000 « $2,000. 

La poaiclon de l^s rectas que represent an la media, el 
promedlo y el modo muestran que estos ni5mero3 son aproxiraada- 
mente iguales y la grafica rauestra que los sueldos eatan mds 
o raenoa Igualnente distrlbuldos a amboa ladoa de esas rectas. 



15-6. Muestreo 

Todoa safcemos que las elecciones presldenclales se reallzan 
cada cuatro afloa en los Estados tJnldoB, iEn que afto se reallzaran 
las proximas? La gente se interesa mucho por los resultados de 
las elecciones. Algunas veces, mucho antes de que las elecciones 
se reallcen, algnnas organlzaclones hacen predlcclones respecto 
de quien sera elegldo. Eatas organlzaclones no solo predicen 
quier. sera el«&gldo, slno tambli^n el porcentaje de votos que alcan- 
zard cada Candida to. Los candidates, y el porcentaje de votos 
pronoatlcado para cada uno de ellos en la"elecci6n de 19^8> 
para tres dlferentes listas de votantes, se rauestran en la tabla 
que slgue: 
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Candida to 8 Dewey Truman Thurmond Wallace' 

Llata numero 1 2% k% 

Llata numero 2 ^9.9^ hk,6i^ 1.6?^ 5.5/^ 

Llsta ntimero 3 52. 25^ 37.1^ 5.25^ it 3^ 

En la eleccion, el porcentaje de >otos para cada uno de ellos fnei 
Truman ^9.^^, Dewey - 45.0^, Thurmond 2A^ y Wallace 2.4?^, 
^Ves por que a eata eleccl<5n se le llama "eleccldn de laa sor- 
preaas"? 

Aunque nlnguna de las liatas predljo la eleccion eorrecta- 
mente, sua prondatlcos fueron aproximados. ^.Gdmo lo" hlcleron? 
iRecorrleron loa Eatadoa Unldos y preguntaron a cada votante por 
qulen Iba a votar? ^0 eacrlbleron una carta a cada votante? 
*Cualqu3era de eatoa procedlmlentos h^blera resultado niuy coatoao 
y hublera necesltado mucho tiei^po. En vez de eao, emplearon el 
m^todo llamado nnsestreo . Eato algnlflca que las organlzaclonea 
que hlcleron laa predlcclonea aelecclonaron una "mueetra" de la 
poblacl6n de loa Estadoa Unldos. Luego, despuea de preguntar a 
la gente de la "mueatra" por qulen iba a votar, laa organlzaclonea 
predljeron que la votaclon en el pals entero eatarla aproxlmada- 
mente en la mlama razon que la votacldn de la "mueatra". 

Probablenente haa viato alguna vez un contador de sangre; el 
medico te toraa una pequefia cantldad de sangre de la punta del dedo, 
o del lobulo de la oreja, y luego cuenta loa gldbuloa rojoa y 
blancoa que hay en ella. A peaar de que te ha tornado una mueatra 
muy .pequeila de la aangre, conaldera la cuenta que obtlene como una 
buena representafcldn del niamero de globuloa que tienea en toda la 
aangre. Probablemente puedea Imaglnar algunos otroa ejemploa de 
mueatreo. 

Suponte que sabea que "todos loa empleadoa cuyos norabrea apare- 
cen en el reglstro de empleados de una gran f^brlca aon horabrea 
uuya edad esta por encima de loa velntlun aHoa. Preguntemonos 
cdrao podemoa usar el metodo del mueatreo para obtener una estlma- 
cidn de la eatatura media de esoa hombrea. Podrlaa eleglr al 
prlmero y al ultimo de loa nombite,, Indlcados en el reglstro y 
hallar la media de au eatatura. . 0, podrlaa eleglr el primer 
nombre de cada letra del alfabeto, 0 el \jltlmo nombre de cada letra. 
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o ambos. * liay r-uiihsts -ar.eras dc ot^ooger una muestra. Algunas 
pu«d»?r; ser bueiiaa y otras malas. t.Encuentras lilfcuna obJecl6n 
para Gual ivi^.vra 60 los jnotodoa sugeridoc? . La maneri de elegir 
una mi^eatra dc ir.Ovio a^c- represento Men al g^rupo del que se 
selecclor.a una parte diflcll de la tarea, 

Ejercicios 13^6 

1. Es:;c protlor.:: es ur, proyecto de isjuestreo para tu clase. ' El 
ob,'otivo i.'tllar la estatura m-sdla de tins condlaclpulos. 
Como' es probable rie haya una dlferencla entre. las estaturas 
de loG :;1:.0G y d-> las niilas, halla aeparadamente las medlas 
. para los niiios y rara las niftas. Los niflos hallaran la 
.-j' 1 ■)«; r.i-.os y las nluas hallaran la 'media de las 
nl:.-iG, law ir.cti--.;i'ciones so dan >'s61o para los nlfSos, pero 
Ia3 r!l-.a3 d-i austltulr la palabra nitlo.s por "ni«as". 
(a) ^-^na muestra de oada una de las slguientes maneras^ 

l) Todos los nlftos que tionen su>cuYnpleafios en mai^^o, 

itgosto diciembre. 
i:) Todos lbs niflos cuyos nombres comlercen con M 



*{ 5) Todos los nitios que se sicnten en una misma flla- 
oaco^ida en ei salon de matematlcas. 

(b) lialla la estatura m*^dla utillsando la mue^tra (t). 

(c) Halla la estatura medlar utlli^^ndo 1-a muestra (2)^ 

(d) ilalla la estaiura media, Msando la muc^tra 

(e) iialla la estatura nedia do todos los nlrlqs de la 
0 1 as e « \ 

(•f } iOual de las tres muestras representaba mejor a todos 

los nijlos de la clane? 
(g) Al elegir lo3 muestras, ^es Impoiitante que la muestra 

se escoJa de manera oue no de demaslada representaclon 

a una parte? 
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1. * ♦ 
E, Ssi la efleacidri tie 19^*8 para presldente de loa Estados Unldos, 

votaron ^^34,000 eleetores {con la apix>xlmacidn de un 

' miliar). 

(a) Si la lista numero 1 cle la paglna 605k del texto hiibiera 
side co3rt?ecta, ^^^^^tos votes habrJa alcansado cada candi- 
date? Da tii reapuesta con una aproximaclon de 10,000, 

{by Loa porcentajes de los votes realmente alcanz^tdos por cada 
, candidate se dar^ despu^s de la tabla de las llstas. . 
Utiliza esos porcentajeS para hallar el nilmero de votes 
que reclbio cada candidate* Redondea las caiitidades con 
una aproximacien de 10,000 votes. 



13^T» Resume n • . ♦ 

El tema de la estadlstica trata, en parte^ de la recopilacien 
de dates/ la tabulacidn de los nisrr.os y su representacion median te 
graficas* La tabulacion y la representacion grafica de les dates 
deben '*fectuarse de tal manera que se pueda interpret^tr y resumir 
fdoilmento lo iuc csos dates dicen/ Las graficas de segmentos, de 
. barras y las circulares son unos pocos ejemplos de las clases de 
graficas que Be pueden eraple^r, , 

Has aprer<dldD que hay varlas medldas dlferentes ps^^a la ten- 
dencla central de un mismo cenjunte de dates. La proxlma vez que ^» 
veas graficas o tablas de un cenjunte de clfraa en 'los periddices, ^ 
re vestas o en tu llbre de estudies sociales, ebs(§rvalas cuidadosa- 
mente^ Si so mencienan prorratees, t^-^ata de averiguar qu^ prerra- 
teo se usa. Sual iuiera t}ue sea la clase de prorratee que se' use, 
tit^nen la poclbllldad 'de preguntar si da la mejor representacion 
de todos les dates* ^ . ^ 

Tara ayudarte, repuerda los nueves temlnos ^ue se te han 
dado al trabajar con las estadlsticas, los cuales son: 

Media arltiaetica 9 media la suma de todos los numeros 
del cenjunte dividida per el numero de elementos del 
conjunto^ 



1 
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fromedlo numero medio o ^central del con Junto cuando loa 
datos se ordenan o blen de menor a mayoJr o blen de 
laayor a menor. Cuando no hay un numero medio, el 
promedlo es la media de los dos n\Smero3 medios o 

centrales, 

Modo numero ctue apare«e maa veces en la lista de datos. 

Puede haber yarlos raodos. 
Rango — diferencla entre los numeros mayor y menor del' 

con junto. 

Deavlaoldn media media dp laa desvlaclonea respecto de 
la media arltmetlca. 
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Capitulo 14 

ZL PJNCIONAMrKNTO DB LAS MATEMATICAS m LA CIENCIA 



El 3ube y. baja clentlflco ' .. 
iHas Jxigado alguna vez al sube y.baja? 

^1 pesas 100 llbras y tn compaftero de juegos del otro lado . 
del aube y baja pesa 85 llbras, ien qud* sit-io de la palanca debea 
sentarte para que se equillbren los dos ladoa? ^Estard ^1 *mas 
cerca o tnaa lejo3 del centre que tu? ^Puedes declr cuanto mas? 

El aube y baja es una especle de maqulna Cilmple llamada tam- 
blen balancfn, que «e usa muqho en el hogar^ en el trabajo y en 
lo3 laboratories clentlficos. Pertenece a la'famllia de maqulnas 
ilamadgi^"palaRcas". Naturalmente, jno todaa las palancaa funclo- 
nan como un sube y bajai Utlllzas una palanca para abrir una 
botella, Uaas otra olase de palanca para levantar tu automdvil b 
mover una pied^;»a. iF edes Imaglnar algunos otros ejemplos de 
palancas? 

Los hombres de clencia utlllz^in palancas de> eonstiiacei^n wacy 
flna en sua laboratories* El tlpo mas simple de ell as es la 
balanza de laboratorio, ordinandi. Probablemente tlenes alguna en 
tu aula de ciencla. Los hombres de clencia hax\ estudlado desde 
hace muchbs arlos estos baleinclnes clentlficos, han aprendido a 
equlllbrar objetos de diferentes p^soa y a expresar sus de'scubrl- 
mlentoa en formulas materaatlcas. El dlsponer -de una foimila nos 
permite usar y comprender mas facllraente el sube y baja clentlflco. 

. Hoy vas a representar el papel de un hombre de ciencla. Vaa 
a raonbar un experimento senclllb de aube y baja,' haras observa- 
clones y trataras de descubrir una regla para luego" establecerla 
en forma' mateijuatlca. 

El experimento nos ensefia la» manera como un hombre de clencia 
efectua observaclones en el laboratorio' y como despu^s las estudia 
matematlcaraente. y saca conclusiones de ellas* Luego el clentlflco 
traj;a de eatablecer las conclusiones por medio .de ecuacionias mate- 
mjltlcas. Pinalmeate usa la formula para pr,edecir up nuevo resul- 
tado y luego yuelve al laboratorio para comprobar si eaa segla ea 
adecuada. ' " . " - 




l4-2* U£i experlnier>to de laboratorio ^ ^ 

^ ' ' Tu equlpo para estudiar el aube y baja clentlflco se 

partieera &1 siCw^lent^j? : 




Los rTiuterlales requeridoa en tu laboratorio son: . 

Una vara de madera de ixn m^zvo o de una yarda de largo 
Hilo fuerte y dos bolsas para contener los pesos (el 
plastlco flno slrve p^ra hacer bolaas: imy satis- 
faotprias). 

Un conJurAo de objetos de Igual peso y tamafio con- 
venlente (se recomlenda un surtldo de monedas o 
* de bolltas)* 

ProoedlTnlento * 

U Squlllbra la vara suspendlendola de un hilo fuerte 
atado vn su punto medio* Si la vara no se equlllbra, puedes 
'colocar una tachuela en varloa puntos haata que lo consigas. 
El punto por ei cual Ta barra esta suspendida se llama el 
apoyo . . . * 

2. Cuolga dlei: pbjet<>s de igual peso de un lado del. apoyo 
y dlS. r.bjetos Identlcos a los anterlores del ^otro lado y trata 
de eiulllbrarlos* Toma dos objetos de peso dlferente y trata 
de equlllbrarlos. ^Tlenes qve- camblar la distancia para lograr 
el equilibria cuando los pesos son dlferentes? , 



Nota. Los clentlficos habitualmente reallzan algunas pruebas 
prelimlnares para determinar la mejor manera de montar y llevar a 
cabo un experlmento. jSu primer montaje experimental no slempre 
funclona per»t*ectajnent;e:* Puede ser .-jue encuentres convenlente 
hacer algur.sia s-c-Jor^s en tu equipo y en los procedlmlentoa durante 
eata etapa, \ * i . 

Cyando tu equlpo funclone con facllidad estaraa llsto-para* . 
comenzar con la primera fase de t\i experimento* Los cl^ntiflcos 
p;ianean culdadosamente el experimento por adelantado, pero nosotros 
desarrollaremos n^estro plan do trabajo a medida que lo ejecutemos. 

. *>. (a) Cuelga 10 monedas Iguales 6 10 bbl-ltss (6 10 
otros ob.jetoo cijale^quiera, '^Jiiiuablec, de l^ual peso) a upa dls*- 
tancla de 12 centfmetros del apoyo^. y equlllbra el peso- »con 10 
objotoo Identlcos en el otro lado. (Si tomas una vara de una " . . 
yarda do longltud puedee ver que media pulgada es una unldad de 
diatarscia adecuada, ) Observa a qu^ distancia se halla del apoyo 
eata segunda masa auando la palanca esta en equlllbrlo y escribe ^ 
la distancia en una tabla, columna (a),i andloga a la que se 
miiestra a contlnuaclom Obserx^a qiae w y d represents las 
modldan del peso y distancia^ respectlvamente, de un lado del 



apoyo. 






r'oprosentan 


la medida 


del peso y la 


distancia 


del ot 


ro i 


ado del 


■ 'ai^oyo. 


















TABLA 










(a) 


(0 


(c) 


(d) 


(e) 


(r) 


' (g) (h) 


(1) (J) 


W %e 


10 


10 


10 


10 


- 10 


m 


10 -^10 ' 


10 10 


d « 


12 


12 


12 


i2 


12 


12 


12 12 


12 12 




'0 




> 


8 




2k 


12 





D a 





'I' 






'1' 


'1.' 


1 1 


r T 




r"r 


1 i 1 1 1 1 1 
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(to) SI W es 20, halla C de*manera qwe la lfalan(Sli 

eat^ en equllibrlo. Eacrlbe el niimero ea tu tabla deljajo de 
"20", columna (b). ^ ' . 

(c) Si W ea 5, halla D dc manera^ que la palanca 
eatd en equlllbrloC Escribe el n^mero en la tabla, colurona (c), 

debajo de "5". 

(d) Observ.a,qijie en*^ estas tres prlmeras pruebas, w 2^ 
d pemajiecen Igualea,' Todos los' cambloa se hm hecho en W 

y D, Utlllaa los valores Indicadoa en las columnas (d) - 
(g) para hallar el valor de D, Haz varlos otros cambloa para 
W y escribe los reaultados correspondi antes para B en tu 
tabla— colutnnas (h), (l) y (j). 

h. Sea ahora w = l6 y d 6, corao se Indica en la , 
tabla .11. Sfetermlna cual debe ser el tamaflo de W para que. 
la palanea se equlllbre cuando D es Igual a 6. iOw^ peso 
fequillbrara la palanea a una diatancla de k centlmetroa delj 
apoyo? iY a* l6 centimetres? Ensaya varlas'otraa dlstanciak, 
medldan desde el apoyo, halla qu6 pesos se necesltan para equl- 
librar la palanea,'* y completa tu tabla II. 

TABLA •II 





1»i 


16 


l6 


16 


16 


16* 


16 


d 


6 


6 


6 


"6 


6 


6 


6 


W 






1 










D 




k 


i6 











5. Ensaya otros valores para los pesos y dlstanclaa oomo 
se auglere en las tablas III y IV y completa tablas elrallares" 
dadaa por ti mismo. 

TABLA in . ' " 



w 


20 




10 








d 














W 


20 


20 


20 


20 


20 


20 


D 


15 


15 


15 


15 


15. 


15 



TABLA IV ' 



w 


t8 


18 


18 


18 


i8 


i8 


18 




5 


5 


5 


5 


5 


5 


5 


W 


15 


10 












D 










10 


15 


IB 



•1^-3. [ Atencldn ; razonamiento Inductlvo en funolohes i 

• ^ Despn^s que un clentlflpo ha completado ua experlmento y 
reco'pllado los datoa, trata analizarlos. Trata de descubrir 
todoa loa hechoa que los datos 'representan. Prueba tambl^n Inter- 
pretar eatoa hechos'de una manera conexa y adecuada,* y de deacu- 
bi»ir una regla general sugerida por los datos. Se propone esta^ 
blecer eaos resultados de una manera preclsa, preferentemente 
median una fdmuila laatematlca sin5)le* 

Obaerva que los; piejitlf Icoa estudlan detjermlnado numero de 
resultados ^xperlmentalea eapeclflcos^ y de elloa tratan cie extraep 
•una conclualdn que ae apllque a todos loa caaoa-» Razonando aotore 
un nunerb de reaultadoa experimentalea eapeclfiooa, aedeaairrolla 
un enunclado general que ae aplicari a todaa laa altuaclonea' 
analogaa. Bate proceao ae llama razonamiento Indue tlvo^ que debe 
aer u^ado con culdado* ?uede auceder en algunaa ocaalonea que * 
unoa pocoa ^Jemploa augleran una conclual<Sn que no ea verdadera 
en gJineral* Por ejemplo, ai vaa a Nueva York y encuentraa clnco 
pellrrojos sucealvainente, no es razonable la conclusion de que 
todos los babltahtes de Nueva Yoi^' son pelirrojos. Tambl^n si 
observas |^ = ^, ^ ^ F ^ f ' equl- 

vocado al supones que slempre puedes tachar los numerales de eata 
meinera, v , 

* * 

Cuando se propone una regla general, los clentlflcos, tratan . 
fle verlficarla medlante mds experlmentacl6n y, si es posible, 
por razonamiento deductivo. En todas eatas .etapas las matemdticjas 
y el razonamiento matemitlco son especialroente Importantes, 



Gonoia'T^^nor, los reaul>;ados d-j-nu-stras tabla3 desde este 
punto do vista. Trutcunios de saber si exlste una regla general 
qu« describe todas ^ist iS rdlaciones. SI es poslble, deseamos^ \ 
expresar la regla en terminos mat<?mdtlco3. Si es'una regla 
general, deb^rlamoa poder usarla para predeclr d(5nde coloctfr un 
^ objeto de : eso cor.QCldo para equillbrar un segundo obJetJO de^ 
peso tamblon '.Oj^ocldo. * v' 

1, '(a) la tafela .1, inotas alguna conexlt5n entrr la colocacfon ^ 
I (Xe las tnasas de Igual peso en- lados opuestos del apoyo? ^ * 

;f'ual '•■'s osa conexldn? • ' ^ . 

l b) Ci el valor de'' W se dupllca, permaneVlendo inalterables 
w - ^ d, icomo cambla el valor correspondiente de DV 
' (c) . Si el valor de W se reduce a la mitad, ic6mo cambla la 
o.orrespondience dlstancla D desde el punto de apoyo? 
(d) parec2 que los valores de w, d W, D estan rela-' 

eionados de alguna manera? ^Puedes establecer' una reigla 
I- .n»:>ral lu*^ pareEca vallda, respecto de w, d, W jr D? 
, ' Knunoia la regla verbalmente y luego «iedlante una ecua- 

ilon «.ater.atica en la cual aparezcan a.os. slmbolos w, W, 



w 
'd 



Verlfica tu regla, apllcandola a algunoa de los datos 

eneorarados por ©xperlmento en las tablaa II, HI y I^* 

H. Iir.ploa "^^nclnn ftugorlda en el ejercicio anterior para 

L r-d*- ^- las clfras que 4*altan en la tabla V. 
T • ^ 

, . TABLA V . 

V 12 21 If, 2jJ 11 1^ 10 100 100 100 

^ i ^'^ • t> ' ^ ^ 7 5.V 50 50 500 5,000 

W y,, 7 \ . li; 20 -12 13 10 • . ^ 

D 7 9 . ^0 ® '5* '5 5 

5. Vuelvo a t\; r-xperlmento y veriflca los resultados de la 

tabla V para ver si realmente determlnan el equlllbrio de 
la palanfta. 
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En el Cupitiulo U has aprenciiclo algo sobre laa graflcas y su 
u till dad para represcn^^ar infomaclon numerlca de manej^a clam y * 
concjoa* Lo3 cl>^ni:irico3 valun rreauerac do las. graf leas de 
ohaervaciones obte^Jidaa por exgerl^nent^acadn para resumlr o iriter-- 
prfetar lua daxV>s* ^ ^ 

En la *eouacidn wd « *WD -ijue has obtonldo tt5 mlsmo en el ex- 
perimento a^.terior, aparecen cuatro cajtitldades. So^puede Inter- 
pretar*esta ocuacloji de varlas^manexMLG, •segun el caxnlno que hayas 
scguido^'.tn* la oxt'-^rlnentaclonJ En la primera parte del experl^ 
mento, hrja ;v:>nsider'\do flJoB ^ l^ego has encontrado los 

valorea para W y I , que producen el equllibrio dc la palanc^* 
G3.da cxperimento obtlenes un par de valorer. que satlsfacen la 
r*?lacldn WI) * VdO^ 'Jna grafica de WD ^.^20 describe muchos ^ 
F vr*>3 de vaiorecs :u^* producen el equlllbrlo cuando wd = 120. 
* ^ Hntonces> la grafica' sumlnlstra no acl anient e Id informacion 
do la tabla I, sino. tambflen otros poslblas valores para W y 

vLa aigvivntv btap^ dibujar una grdflca de la'relacidn que 
eonecta un valor do W c\>n ol c o r r e a pen dlen t e valor de D en la 
tabla I. \ ^ \^ 

pi nec'.>3itar> ayv-la para dibujar la grafica, "la obtendr^s en ■ 
las' Glj.':^lf^nte3 sugereV.clas: * - ' 

Tor.a ur. hoja de papeX* cui'irlculado y comlenza trazando las 
rect^s^ p^rptandlculares que se llanan ejes. La InterSeccioti de" 
lbs ejes ae llarria punto 0 (S punt^ origen, % ! 



Marca eje horizon tal con- W y el vortical con ^ 
. ^ CI usas pnpel cuadrlculado de* -j^ de pulgada, te convlene la 
oscaXa de uho » r cada cspaclo* 

En la iabla I, primer valor para W es 10 y el corres- 
pondlr^rn^-^ va\rvr y^ra t)^ es 1^. Situa ^0 en el ejfe W, Sigue 
la recta vertical • hasta 12 en el eje Est^ punto se llama 

(iO, 1h)*^ Las lineas de nuntcsfe m la grafica de la figura l4^4^a 
to ayudariin a locallEar este punto* Dibaja una marquita circular 
para el punto, * • * \. . 
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oiguleT.do con la tabla 1^ de modo analogo, ouando W « ZO, 
es f) a r*^ Mama 20 en el eje Sigue la recta vertical 

que paaa Ror 2dO hasta el pun to en que encuentra la recta hori- 
zontal slue pfisa por n del eje Eate pun to se llama (20, 6). 

Antes de proceder a la Interpretaclon, dibuja y marca los 
otros puntos de la tabla 1, que son {3, 24), (8, 15), {24, 5) 
y {11^,10). 

Maroa los puntos que corresponden a los resultados que has 
encontrado en las columnas (h), (l) y (j) de la tabla I* 

Llena los espacios en bianco de los siguientes pares para 
(W, D) y marca los puntos cor>^espondlentes en la graflca: 
i^s )> ( > (1^, ) y ( , 18K Usa WD - 120. ^ 

Tttiz-x a mano una curva continua por los puntos que has mar- 
cado. Esta curva te da la representacidn general de la relaoidn 
entrtr pesos y dlstancias de la tabla !• Si algun punto queda 
do un lado o del otro de la curva continua, veriflca tu oalculo* 
No todos los experimentos son perfectos y no todos los resultados 
se ajustan exactanente *al modelo, Los puntos obtenidos mediante 
la^: medl clones que has ef^ctuedo deben caer muy cerca de la 
curva* Frecuenter.ento los cientlficos no asplran a mayor pre- 
cision en un experimento de este tlpo/. 

La curva que has dlbujado es una parte de una curva llamada 
hiperbola* Aprenderas algo mas acerca^de esta curva en tus 
estudlos de algebra* 
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Graf lea de WD « 120 

* * 

con los datos de la tabla I 



Flgura l4-4-a 



r 



Ejerclclos 1-^ - 

1. Eututiia las ^.^raflaas y luego cont^sta a las alguientes 
praguntas : 

(a) SI el valor de w cr*ece, icomo Gambia el correapondiente 
valor de d? 

(h) Si el valor de d .crece^ ^como cambla el correspondiente 
valor do w? 

2* Para hallar ei valor de W cx^ando D es 24^ marca 24 en 
el eje y slgue la recta horizontal que pasa por 2h hasta 
que Intersvq^e a la curva* Lee el valor en la escala W 
dlrectairicntv detat'o de ese punto. Debes* obtener 3* 
Empleando la graflce:^ halla los valorea de W para los 
algulentts p^^ntoa: 

(a) { , iiO) (b) { , 13) (c) ( , 6) 

j^* l^fiup 1 o an d w ^rsjti. ^^.o^jl^ l»all^ lOw valor 03 de 

. (a) ) (n (4, ) (c) (15, ) 

Indica ouales do los sigulentes puntos estan sobre la 
grdflca y uuiles no lo eatan, 
(a) (10, cfO) (c) (r,, 5) 

(fc) (1%, v^) - (a) (20, 15) 

5. Dotermlna loc valores que faltan en los sigulentes pares: 

(a) (7, ) (d) (17, ) 

(b) (S, ) (e) ( , 21) 

(c) ( , 9) (f) (25, ) 

6. Dlbuja una grafica de la relation entre W y D con los 
datos de la tabla II. EJnplea la formula WD = S6 para 
hallar los pares r«e n\5meros que necesltes para locallzar 
puntos. Verlflca los valores que halles con los de la 
tabla 11. 

7. Empleando la 'graflca, haila D cuar.do W es 20] halla 
A cuando P. es 12. 

8. ^Como oambia el valor de d cuando el valor de w decrece? 

cuando el valor de w crece? 

9. ^Tlene esta graflca algo en comian con la graflca que dibujaste 
para WD = 120? 
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. Ctras tilises do palancas 
i-:n la introduce ion a este capitulo has vis to que r.o todaa las 
paiatioaij iioi. uo:r»o subc y baja. Serla Interesante que Indagaras 
alfio de ♦;lla3 tu clase de cienciaa, en el momento oportuno, 

Ademas del ►rato- para levantar automovlles, del abre'-bott:llas y de 
la barra mercionados anterlormente, hay otros ejemplos del ampllo 
use de la palanca, Pionaa en cuan utiles son algunao palancas^ 
cbmo las tenazas* pax^a hielo, loa cascaiiueces, las tljeras, los 
sacaclavos y las tljeras do podar. 



' • de las matematicas en la experlTnentacl<5ti clentlflca 

Auniue los experlmentos relatives a palancas no necesltan una 
graii cantldad de niatematlcas, son un ejemplo de la manera de lasar 
las matumatloas en las actlvldades clentlflcas. Has vlsto c6mo se 
utlllEan las matematlcas en la mediclon, -el recuento y la compara-- 
clon de :^antidades. Has tornado nota de c6mo las observaclones de 
ios datus s^ resume:: en termlnos matematlcos. 

Hail tritado de encontrar un modelo estudlando los numer de 
los da ton }ue has reunldo* Razonando con un con Junto de casos 
especlficos, df^sarrollaste un enunciado general que apllca a 
todas las sltuaciones analogas* En la Seocldn h^^mos llamado 

ra^onamlento Indue rlvo a csta clase de razonarnlento, pues de un 
numar^ necesariamente restrlngldo de casos conduce a la predlcclon 
de uno relaclon general* Esta relacldn general se ha formulado en 
slmbolos rnatematlcos como la ecuaclon: WI> wd* Para eatablecer 
este principlo general, se han efectuado mas experlmentos* 

Ademas, has dlbujado una grafica de WD = 12C y de WD 96 
para Hiostrar la mantra en que estos enunclados descrlben completa-- 
mentc ol fcnomcno en cada case* La grafica es oti% etapa del uso 
de las matematicas para Interpretar y resumir una coleccldn de 
hechos* La' grafica tambl en ha ayudadc a revelar la ley general 
que se he descublerto* 
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.Muchos h«cho3 clentlficos pemanccleron sin descubrlr 
durante miles de afioa haata que algunos hombres de clencla maa 
atento8 montaron experlmecitos, en gran parte como lo haa hecho 
tti, y lograron deacubrlmlentos aobre la base de observaclones. 
He aqul algunoa ejemplos: 

(a) Haata el tlempo de Galileo se crela que si doe objetos 
se dejaban caer al mlaino tlempo, uno pesado'y otro 
llvlano,el objeto pesado caerla mas rapldamente que 
el llvlano. Consulta la hlstorla de Galileo y de sua 
experlraentos con loa cu^rpos que caen, y ent^rate- de 
lo que descubrld. . - 

(b) El hombre ha vis to los eclipses de sol y de luna desde 
X tlempos inmemoriales y observado la «ombra redonda de 

la tierra que e^tonces sfe proyecta, pero no descub'rliS 
que la tierra era redonda. Eratostenes, en el aflo 230 
a. de J. C. , calculo la longltud de la clrcunf erencla 
terrestre, observando al sol desde dos poslclones en 
Sglptoj sin embargo, dlecisiete slglos despu^a, cuando 
Col6h partio para descuL^'ir America, se segula pensando 
que el raundo era piano. Consulta en un llbro de hls- 
torla de las matematlo^as «o en una enclclopedla, la 
hlstorla de Eratostenes y de su e^qperliaento. 

(c) Los p^ndulos eran conocidos desde muchos slglos antes 
de que Galileo hlclera algunas medlclones y caloulop 
para doscubrlr la ley que da la relacldn entre la 
longltud del pendulo y el tlempo de su oscllacldn, 
Busca este experim«nto en un llbro de hlstorla de las 
raatematlcas o de la clencla. 

Observa que todos estos experi-aentos se basan en muchas 
observaclones y medlclones culdadosas a fin de descubrlr una' 
ley cientlflca. Luego se enuncla la ley ^en t^rmlnos matematlcos. 
Justaroente por este motlvo, una gran parte de la clencla dt^ende 
de las matematicas. 

Los ejemplos que hemos dado aqul se refleren a descubrl- 
mlentos fundamentales antlguos, los que usaban matematlcas 
relativamente simples. Los clentlficos de hoy utlllzan 
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matemaclcas maa avansacJaa y muchas de las ramaa nuevas de las 
nje^tematloas. . * ^ 

Ejercloios 

1. Algunos balanclnes se construyen de raanera que puedan desll- 
zarse un poco sobre su apoyo. ^Por qu4?- 

En cada uno de los problemas slgulentes, halla loa valores que, 
fait an: 



2. 



32 lb. 



4 yd. 72 lb. 



IT 



3. 



100 lb. 



£> pies 



8 pies 



2 pig. 
IT 



3 pig.- 



5 02. 



5. 



2W 



* 6. iPuedes Imaglnarte que una nlSa que pese 90 llbras pueda 

levantar una caja que pese 1,000 llbras? Pundameiita tu res- 
puesta. » ' 

7. tfn niao que pesaba 5^ llbras invltd a su padre (que pesaba 
•l8o ilbras) a Jugar al sube y baja. ^En que poslcl6n -debe 
sentarse el padre para equillbrar al nlflo? 



So va a utillsar como palanca una barra h.l»?rro de 6 pies 
de larpo f-ara levar.tar una pledra que peaa li, libras. El 
apoytj ^>std a H piea dc la piedra. -.Cuantas llbras de 
fuorza 3e n^cesltaran para levantar la piedra? , 
Suponce ^ue ur. nlr.o que pose* 100 llbras se slenta en el 
extreme de una barra de sels plea, a plea del^apoyo/ * 
iCual sera el peso maxlmo de un objeto colocado al otro 
extremo de la barra, que.este nlfio puede levantar, sin 
conslderar el peso proplo de la barra? 

iCualea de ostoa puritos estan aobre la graflca de WD 6o? 
(a) (r^, :.) (b) (1, iSo) (c) (i, 6) 
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IKBICE AT-PABETICO 
Los numer6s Inpllcan las paginas en el texto» 

en basf' alete, 39 . " 

mod 4, 1529 
,Ahmo3, 189 

altura de un paralelogrsano^ kkO 
V . ^vJlo, 158, 267 

adyacerite, 398 
agudo, 293 
central, KQS 
correspondliftnte, ,U07 • 
exterior de un, 28? 
interior de un» 287, 399 
medida de un, 40 i 
' no adyacente, 398 
obtuso, 293 
recto, • £93, 296, 239 
suplementario, hOO 
ahgulos opuest03 por el vertlce, 398 - 
apoyo, 610 ... 
aproximadamente-igual, 't^Q, 298, 310, 327 
ai-co, 482 
area> S^j^, 503 

del oirculo, ,. 5OO 
'del paraleiograroo, 438 
del trlangulo, 438 . 
lateral del eillr.dro, ^si-^ 
total, 3l3 

total dei clllndro, 514 
arlstas, 125 - ' 

de wn priamA, 449. 
aritmetica modular^ 527, 572 
Arqulinedea, £61 • 
asoclativldsid, 562 

de la adlcl<5n, • 7*^, 76, 102 
de la nJultlpllcsioi<5n, 76, 102 
azar, .8 
batllonlos^ 397 
base, 5-7, 30, 31 . * 

' cuabio ds, 43 • . . , 
clnco> 52 

de 'un para^elograiuo, 440 
de ur/ prising, • 449 
doce., 344 

' aeis, 52 ' . 

aiete, » 33, 39, 48, 163 
bidin<^nsicnal, 332 , 

blunlvoca, corresponoencia, 67, l42, l49 
brasa, •.261 . • \ . 

bushel, 334 • . ^ 

cjalowl'adoras (o cojiiiputiadorafl), 56 
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cara, 317 * 

lTrllrT.lT^k.ril^^ *'7. ^8, 70, 7^, 89, 93, 97, 102, l64, l84, 

.192, 570 , •, . 
oentrd de una clrcunferencla, 4'-4 

cero, 27, ^8, 95, 9T, i84 • 
cerrada, region, 2^5, 299 

circular, 471 ' ^ 1 

cuadrada, 303 • . * ■ 

rectangular, 320 
• cllindro,, 277, 5^4, ^09 

^rea lateral del, 515 • . 

• area total del, ^l4 

obllcuo, 509 

recto. 509 
clrculo, 465 

area del, 50Q 
clrcunferencla, 4rx> 

centre de la, 4d4 

conc^ntrica, ^74 488 : 

dlametro de la, ^75 

radio <2e la, 46s 

tarigente a la, 476 
clausura, 84,. 86, 102, 196, 5^*2 • ; 

coclente, 170, 217 
Goleccloni §4 
coralalon, 384 
compas, 463 

comun denomlnador, 179, 209, 225 
eongruente, ^4^,, 251, 289 ^ . ^ 

conjunto, 84, 85, 102, 109, II8, 196, 287 

flnlto, 574 

Inflnlto, 574 

vaclo, 122 
conmutatlvldad, 562 

de la adlcion, 70, 102 

de la multlpllcaci6n,,,71, 99, 102^ 
contar, 21. 243 
oontlnuo (a), 243, 244,. 258 

correspondencla uno a uno (o blunlvoca), o7, o«, 142, 149 
crlba de Erat6 stones, 153, 1^0 
cuadrada > . ^ 

. pulgada, 303 

unldad, 325 . , ' ' ' - . 

cuadrado, pie,* 343 • ' 

cwadrllatero,, 286, 455 

cuartlllo > . * * 

llquldo, 334, 335 . . 

seco, 334, 335 
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cuarto- do ualon, *lj . 

cublca : 

cUblco 

centlraetro; 351 

millmctro, 331 

pie, 344 
cubo, 319 
curva, 1^7 

simple cerrada, 1^3, 30^'^ 
dacoa, '^JB, >.93 
deciraal, ^r,r^, 37T, 367 

deaarrollo, 371, 3*2 

noCacidn, 'd^-:, 

numeral, 2^, 28, 372 
denoralnador, 19S, ^79,. 368 " 

cormin, 179, '^0% t25 . . 
desarrollo de^ilmal, 371, 372 
deacuento, 384 

deslgualdad, 7i:, lOii, 239, 3i}9 
des viae ion, f 00 

media,' ''^00, fOc 
diagrama, v20 

.dldiaetro. do una clrsunferencla, i^75. 
dlgltoa,^ 27/ 31, "i'*! 
dimension, 332 . 
diacreto, 2*43 
Pianeyland, B 
dispersion, 600 

distancia de un g>unto a»una recta, 

entre roctas. paralelas, "^^31 
dls'tributiVa, propledad, 79, 102 
dlvldendo,. 170 
. dlvisibiildad, 151, I5f^, irio, 161, 178 
dtvlsldn, 169 ' . • 

en baac. siete, - 47 
divisor, 170, >'9 * 
ecuador, 263 
Eglpto, 397 
elemento, 86 

* Id^ntlco J identldad, 9'j, 96, 1O3, 5^7, 
ensemble, ft^ 
• Eratdstenes, 153, 16O • 
error po^lble, 31 5 
eacala, 291, 336 

circular, 336 • 
espaclo, 105, 106 
eatadlstlca, 58O, 607 
Euclides, 105 
^ exponente, 31, 96 
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exterior, t39, 

de un ^r^julo, 1?9, ZB? 
extreme, 152 

factor, 30, i§3« 165, i84 

comun, 164, 185 
f'actorizacldn, 157 

c©inple*:a, 156. ,1 62, 184 

iSnlca, 157, lo4 
factorlzar, 15 1 
fanega, 55^ 

forma mae simple o forma irreducible, 
fraccidn, 189, 195, 215 
e^uiValente, 195 
\ahltaria, 189 , 
frontera, 155# ''^8 
Gauss, • 5 
geometrla, 105 

• analitlca, 1^5 
de po3ici6n (0 no metrica), 105 
euclidiana (o euclid&a),- 105 
grado, 289 

de arco, >487 
grafica, 615 

circular, .591 
de barras, 588 
de segmentos, 582 
lineal, 585 
gromo, 357 



grlegos, 404 
hand, 2ol * 



hex^gono, 479 

regular, 479 
hlp^rbola, 61 6 
identidad 

para la adlcldn, 197 
para la multiplioacldn, 197 
impar, 178 • 
interior, 139* l48, 469 

•deun angulo, 287, 399 . 
interaeccidii, 469 ^ • > 

' de con Juntos, .22 
de planqs, 127 
de recta y piano, • 127. 
^ de rectas, 125, 397 
iijyerso . . 

aditivo; ' 554, 555. 
de un elemento, 547 
multijplicativo, 550 
inverses, 550 



KSonigaberg, puentea de, 15 

lados . . . , • 

de un angulo, 138 

de una recta, 155 ' . 

Laplace, 28 . 
limbo gradu&do 0 tranaportador, il^O 
llnea quebrada, 1^7 
lineal, 26l " • * 

longltud, .250, 251, 300 . ' * 

masa, 537 » 

maklmo coradn divisor, \6h, 18^, 199> 

maximo error poslble, 273, 28 T, 284, 31 4 ^ ' * 

media, 595# ^7 

antral tic a, 595, 607 
medlcldw lineal, 27O ' # 

medlda de un ahgulo, 401 
medldas de tendencla central,, 603 
metro, 263, 273 
mlllmetro, 274 

mlnirao comdn imiltlplo, 178, 185 
modo, 397, 608 ^ > 

mddulo. 528 ■ 
mueatreo, 6o4 

multiplicacl6n, -71, 156 . - 

en base sletej 44, 45 

algno de la, 72 
m\51tlplo, 151, 161. 178, 185 ' ' I • 

coraiin, 179, 1o5 
National Bureau of Standards, 263 
natural 

. numero, 67, 68, 85, 9?, 102, 142, 151, 157, 16O, 179, l84, 
. 193, 198, 569 

notaclon 

decimal, 235, 362 

desarrollada, 31 
. exponenclal, 30 
> poalclonal, 362 
numeradblr, 189, 198, 209 
numeral, 2i, 61, 190, 193, 368 

babllonlo, 23 

decimal, 26, 27, 28; 235, 37^ 
desarrolladp, 30 f'.- 
duodecimal,* 57, 365 

eglpclo, 21, 22 . . 

"en base clnco, 52 
en base aela, 52 
hlndu-arabico, 26 • 
romano, 23 



*''?''*'^ardlnal. nB. TO. 75, 89, 95, .Q7/l02? 1^, m\ 569 

compu'-sto, ly^^, /• ' * 

S^^al\^*'?T,^*S, Sn, 97, 102T^^2, j^l, 157. 16O, 179, iB^, 

'05, ^98. =/>9 • ' • , 

par, 1:9, t6h,. 178. ^ . - . . 

perfecto, ibO -4 . 

raclonal, 190, Vl)5, 196, 205, 212, 2l6, 220, -225, 255, 26^ 
505, 52-. 550 ■ ^ • 

vjno, 9^, l-'^ 
ntiineros aproxlmados, 376, 50V ^ ^ . 
Oflclna h'acicnal Normalization,. 2'^5 

operacJ|,6n, 556 . ' ■ 

binarla, ^56, 5^*1 

inversa, ' 89, 102, 2l6, 555 
( cemavla, v^' 

xip^ltarla, 5^1 ' 
ordtnaclon, 95, 259 . . " 

palanca, /'09, 6 19 
palno, 2*^1 
par, 159, ITS 
paral^lograino, *»55 
pentagorio, ^55 
perin»fitro, 299 
perpendicular, 295, 555 

.peso, 35^ , ~^ :. 

plnta, 53^ c 
plr&ulde, 597 
Pltj^goras, ^» 1 
planoa, 105, 10«, 127, 13^ 

■^.^..^paraielos, 128 . • - 

poJigtno, 455 / . • , ' 

Polo -Norte, 263 » ^ ^ 
.orcentaje, 55^, 577, 58i, 5^7 ^ 
creclrrilento, 388. 592, 581 
de decreclmlento, 5^3, 592 • ^ 

potencia, 5-1 • 
preclo ♦ » * 

de vent a, -58^ 
• neto, 5g4 ^ 
precision, 275,^ 27o, 277. 279, 310 
preclso (a^, 276, 279, 284 ♦ . 

.primos, 151, 153, • 156, l84 

gfemelos, 155 < 
prisma • * 

arista de un, 449 
base d^ un, 449 
rectangular, 316, 522, ^24 
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recto, 446 

recto pentagonal, kk^ 
recto triangular, ' hks 
vertices de un, J^49 
■ vo lumen .<5e un, 451 
prob^illdad, 8 . 
i>roducto, 156, 202, 213, 368 ' 
propedlo, * 596, 6O8 
'propiedad asoolatlva 

de la adiclon, 75, 76, 102, 197, 559 
, de la TKultlpl'.icacldii, 76, 102, 197, 203 
propledad conmutativa 

de la ac|lcl6n, 70, iO£, 196, 539 
de la multlpllcacldn, 71, 99, *102, 196 
. propledad de 1?. factorisacidn unlca, 184 ^ 
propledad dlstrlbutiva, 79, 102, 197, 220, 365, 570 
proporcldn, 549 
pror>orcfonal, 3^9 
p: , rrateo, 388, 595, 607 
HU4.C0, 105, f'if^ 



.de tangewcia. 



racional, 19O, 193, 196, 203, 2ia, $16, 220, 225, 235, 265,^505, 

radio dc una clrcunTereficla, 465, 
range, 6CX), 6o3 

rayo, 13^"^, 138, 289, 397 ^ " 

rasdji, 231, 23t), 3^7, 3*^8, 355^ 
rasonamlento . 

deductlvo, 1, 3, 439 * - . " ^ " • 

inductlvo, 459, 613, 619 
reclproca, 4i2 ' . . • ' 

reclproco,. 202, 205 
recta, 105, 10<?;, 127, 135 

numerlca, 93, 206, 207, 265 " " 

segmento de, 132, 244 "* " . • 

re etas ; 

de referenda, 584 , 

que se prusan o rectas alabeadas, 126 
rectangulo, 255, 299, 303 

redondeo, 373 , 
regidn, 148 ^ , • . . 

ce^rrada, 245, 299 • ' ^ 

circular, cerrada, ^71 • *> 

* cuadrada cerrada, 303 

rectangular cerrada, 255 
regla, 266 / 

residue o j?esto, 151, 169, 170, 372 
Rhlnd, paplro, .189 
sesmento, -131 

de recta, 132 
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sdhlclrcunferencia, hB§ 
aemiespaclo, 13^, 136 
sealplano, 155, 15^^ 
» semlrrecta, 135, 136 
fl«paracjL<*n, 13^, W 
. sfmbolo, 21, 61, 113 
sis tenia . . ^ 

blnario, 56, 62 
de los niSmeros raclonales, 221 
decimal, 26, 27, 28, 16O, 162 
* duodecimal, '57, 3^5 . 

. f mito, 574 

inflnlto,' 5?^ . 
Ingles de medidas, 264, 337 
"matematlco, 559 
. . ra^trlco, 262, 273 

^ slatemas modularea, 572 
8(511do . 

cillndrico,. 509 

voltimen de un, 51 1 
3fectan§ular, 320 
Bumando, 306 

su8tracci6n en base siete, 42 
tangente a la clrcunf erencla, 476 
tewndmetro, 336 
thales, .404 

tjrlangulo, 138, 397, 4 16 
^ equilatero, 4l8 
escaleno, 4 19 
Isosceles, 4l8 

suma de la medlda de los ^los 
tridimensional, 333 
\lnlpa, propledad de la factorlzacldn, 
unldad . 

. d,e longitud, 263 
de medlcl6n, 251, 255 
de peso, 336 
de tlempo, 337 
normallzada, 260, 263, 289 
unldlmenalonal, 332 • 
t»no, 94, 184 
vaclo, conjunto, 122 
valor de poalclon, 363 
velocidad, 231 
v^rtlce, 138, 287, 317 
vdrticea de un prisma, ' 449 
volumen, 320, 322 

de un prisma, 45 1 
de-un sdlldo clllndrico, 5 11 
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